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引 言 


EA 

1742, 年 ， 德 国 数学 家 Christian Goldbach (1690—1764) 在 和 
他 的 好 朋友 、 大 数学 家 Leonhard Euler (1707-—1783) 的 几 次 通信 
E, 提出 了 关于 正 整 数 和 素数 之 间 关 系 的 两 个 推测 ,用 现在 确切 的 
话 来 说 ,就 是 : 

《4) 每 一 个 不 小 于 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素 数 之 和 ; 

(B) 每 一 个 不 小 于 ? 的 奇数 都 是 三 个 奇 素 数 之 和 。 
这 就 是 著名 的 Goldbach 猜想 。 我 们 把 猜想 (A) 称 为 “关于 偶数 
的 Goldbach 猜想 ” ,把 猜想 《B) 称 为 “关于 奇数 的 Goldbach fif". 
由 于 

TE E 

Bri, 从 狂想 C4) 的 正确 性 就 立即 推出 狂想 (B) 亦 是 正确 的 ， Euler 
虽然 没有 能 够 证 明 这 丙 个 猜想 ,但 是 对 它们 的 正确 性 是 深信 不 疑 
的 。1742 年 6 月 30 日 ,在 给 Goldbach 的 一 封 信 中 他 写 道 : 我 认 
为 这 是 一 个 肯定 的 定理 ,尽管 我 还 不 能 证 明 出 来 ， 

Goldbach 猜想 提出 到 今天 已 经 有 237 年 了 ， 可 是 至 今 还 不 能 
最 后 地 肯定 它们 的 真人 。 人 们 积累 了 许多 宝 资 的 数值 资料 ,都 表 
明 这 两 个 猜想 是 合理 的 ， 这 种 合理 性 以 及 猜想 本 身 所 具有 的 极其 
简单 、 明 确 的 形式 ， 使 人 们 和 Eue 一样， 也 不 由 得 不 相信 它们 
是 正确 的 。 因而 , 二 百 多 年 来 这 两 个 狂想 一 直 吸 引 了 许 许多 多 数 
学 工作 者 和 数学 爱好 洪 ,特别 是 不 少 著 名 数学 家 的 注意 和 兴趣 ,并 
为 此 作出 了 艰巨 的 努力 但 是 ,直至 本 世纪 ,对 这 两 个 猜想 的 研究 


. 帮 取 得 了 一 系列 引 人 瞩 目的 重大 进展 。 途 今 得 到 的 最 好 结果 是 ， 


C1) 1937 年 ,苏联 数学 家 H. M. Bauorpanos^? 证 明了 : 每 一 个 


1) fiim, Shen Mok Kong PETAR CORVTSHCRRUÉ 33x t0* HANER 
正确 的 ， 
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充分 大 的 奇数 部 是 三 个 奇 素数 之 和 ;《2) 1966 年 ,我 国 数学 家 陈 景 
HERT: 每 一 个 充分 大 的 骨 数 都 可 以 表 为 一 个 素数 与 一 个 不 
超过 两 个 案 数 的 乘积 之 和 。 这 是 两 个 十 分 杰出 的 成 就 。 Bakorpa- 
nos 的 结果 基本 上 证 明了 猜想 (8B) 是 正确 的 3。 所 以 ， 现 在 说 到 
Goldbach 猜想 时 , 总 是 只 指 猜想 (4), 即 关于 偶数 的 Goldbach 猜 
58. | i 

下 面 我 们 简要 她 谈 一 谈 研究 Goldbach 猜想 的 历史 。 

从 提出 Goldbach 猜想 到 十 九 世 纪 结 束 这 一 百 六 士 年 中 ,虽然 
， 许 多 数学 家 对 它 进行 了 研究 ,但 并 没有 得 到 任何 实质 性 的 结果 和 
”提出 有 效 的 研究 方法 。 这 些 研 究 大 多 是 对 猜想 进行 数值 的 验证 ， 
提出 一 些 简单 的 关系 式 或 一 些 新 的 推测 ( 见 工 . E. Dickson: Histo- 
ry of the Theory of Numbers, 〗，421 一 425)。 总 之 ,数学 家 们 还 想 
不 出 如 何 闭 手 来 对 这 两 个 猜想 进行 哪怕 是 有 条 件 的 极 初步 的 有 意 
义 的 探讨 。 但 我 们 也 应 该 指出 : 古老 的 得 法 ,以 及 在 此 期 间 内 
Euler, Gauss, Dirichlet, Riemann, Hadamard 等 在 数论 各 国 数 论 方 
面 所 取得 的 辉煌 成 就 ， 为 二 十 世纪 的 数学 家 们 对 猜想 的 研究 提供 
T8 H JEN LR RISK E IAE iki UE SCA Rl. 

1900 年 ,在 巴黎 召开 的 第 二 届 国 际 数 学 会 上 ， 德 国 数学 家 D. 
Hilbert 在 其 展望 二 十 世纪 数学 发 展 前 景 的 著名 演讲 中 , 提出 了 二 
十 三 个 他 认为 是 最 重要 的 没有 解决 的 数学 问题 ， 作 为 今后 数学 研 
究 的 主要 方向 ,并 期 待 在 这 新 的 一 个 世纪 里 ,数学 家 们 能 够 解决 这 
些 难题 。 Goldbach 猜想 就 是 Hilbert 所 提出 的 第 八 同 题 的 一 部 分 . 


但 是 , 在 此 以 后 的 一 段 时 间 里 , 对 Goldbach 猜想 的 研究 并 未 取得 


什么 进展 ，1912 年 ,德国 数学 家 E. Landau 在 英国 剑桥 召开 的 第 
五 届 国 际 数学 会 上 十 分 悲观 地 说 ;即使 要 证 明王 面 较 弱 的 命 是 
”(C)， 也 是 当代 数学 家 所 力 不 能 及 的 : 


1) mx, BoposakuC ? 具体 计算 出 , SERBIEN 2e 6t REL 就 一 定 可 以 表 为 三 


个 奇 来 数 之 和 .ec “是 一 个 比 10 的 400 万 次 方 还 要 大 的 数 (目前 知道 的 最 大 、 


来 数 是 Mersenne 素数 24" 一 1, 这 只 是 一 个 6533 位 数 )， 而 对 于 如 此 巨大 的 


数字 ,我 们 根本 没有 可 能 来 一 一 蛤 证 对 所 有 小 于 它 的 每 一 个 奇数 米 说 ， 猜想 (8) . 


”是 否 一 定 成 立 . HA, Banorparos REER A T RE (B), 
" 2 * 


.A 


(C) 存在 一 个 正 整 数 , 使 每 一 个 2 的 整数 都 是 不 超过 不 
个 素数 之 和 ， 

1921 Æ, RARR G. H. Hardy 在 哥本哈根 数学 会 作 的 
一 次 讲 莹 中 认为 : Goldbach 猜想 可 能 是 没有 解决 的 数学 问题 中 的 
最 困难 的 一 个 。 

就 在 一 些 著 名 数学 家 作出 悲观 预言 和 感到 无 能 为 力 的 时 候 ， 
他 们 没有 料 到 ,或 者 没有 意识 到 对 Goldbach 猜想 的 研究 正在 开始 
从 几 个 不 同方 向 取得 了 为 以 后 证 明 是 重大 的 突破 ， 这 就 是 : 1920 
年 前 后 ， 英 国 数学 家 Hardy，Litlewood 和 印度 数学 家 Ramanujan 


PTER EREA, 1920 年 前 后 , 挪威 数学 家 Bron? 所 提出 


的 “ 筛 法 ”; 以 及 1930 年 前 后 ,苏联 数学 家 IJaapezmpMaaco 所 提出 
H “AR”, 在 不 到 50 年 的 时 间 里 , 沿 着 这 几 个 方向 对 Goldbach 
狂想 的 研究 取得 了 十 分 惊人 的 丰硕 成 果 ， 同 时 也 有 力 地 推进 了 数 
论 和 其 它 一 些 数学 分 支 的 发 展 , 


- 


2 0) HB 法 


首先 我 们 来 谈 谈 贺 法 。 从 1920 年 开始 ，Hardy 和 Littlewood 
以 总 标题 为 《Some problems of“Partitio. numerorum") 发 表 了 七 篇 
论文 。 在 这 些 文章 中 , (Bi JA GEHT GS AREE Y MED HR RS 
一 个 革新 的 分 析 方法 。 其 中 1923 年 发 表 的 第 DL v 二 篇 文章 就 


是 专门 讨论 Goldbach TÉ48BS 9, 这 个 新 方法 的 思想 在 1918 年 — 


Hardy 和 Ramanujan"! 的 文章 中 已 经 出 现 过 .后 来 人 们 就 称 这 个 
新 方法 为 Hardy-Limewood-Ramanujan B, XF Goldbach 猜想 
来 说 , 圆 法 的 思想 是 这 样 的: 设 普 为 整数 ,由 于 积分 
l 1 l, m —0; 

| e(ma)da 一 bo: AD. (1) 
其 中 e(x) 一 e, 所 以 方程 
N-—pctbpn npn (2) 
的 解数 | 


DN) = f $(a, N)e(—Na)da; G) 


方程 l 
N = ph + pt pho Pi bo’ ph 23 (4) 
的 解数 . 
| T(N) = | S*(a, N)e( —NoMa, (5) 
其 中 
S(a, N) 一 27. e(ap). (6) 
这 样 ,猜想 (A) 就 是 要 证 明 : YTR N 之 6 有 
DN)>0; | (7) 
猜想 (B) 就 是 要 证 明 : HTAA N 9 
T(N) > b, (8) 


因此 ，Goldbhach 猜想 就 被 归结 为 讨论 关系 式 G) 及 《5) 中 的 积分 


T. TR. 为 此 就 需要 研究 由 (6) 所 确定 的 以 素数 为 变数 的 三 角 
和 .他 们 猜测 三 角 和 (C6) 有 如 下 的 姓 质 ， 当 « 和 分 母 “ 较 小 ”的 既 
约 分 数 “ 较 近 ” 时 , SCw, N) 就 取 “ 较 大 ”的 值 ;而 当 w 和 分 母 “ 较 大 ” 
的 既 约 分 数 “ 接 近 ” 时 ，5s(a, N) 就 取 “ 较 小 ”的 值 《 这 里 的 “ 较 小 ”、 
“ 较 大 ”“ 较 近 ” 的 确切 含义 将 在 下 面 作 进一步 的 说 明 )， 进 市 他 们 
认为 ， 关 系 式 (3) KG) 中 积分 的 主要 部 分 是 在 以 分 母 “ 较 小 ”的 
既 约 分 数 为 中 心 的 一 些小 区 间 ”( 即 那些 和 它 距离 “ 较 近 ”的 点 组 
成 的 区 间 ) 上 ,而 在 其 余部 分 上 的 积分 可 作为 次 要 部 分 而 忽略 。 这 


就 是 加 法 的 主要 思想 。 为 了 实现 这 一 方法 , 首先 就 要 把 积分 区 间 


分 为 上 述 的 二 部 分 ,其 次 把 主要 部 分 上 的 积分 计算 出 来 ,最 后 要 证 


. 骨 在 次 要 部 分 上 的 积分 相对 于 前 者 来 说 可 以 忽略 不 计 . 下面 我 们 


更 具体 地 来 加 以 说 明 . 
设 o.c 为 二 个 正 数 ， 
1«O0sxc«N, (9) 
2eme Farcy 数列 ] 
T 00-1 Kag EP. (10) 


«47 


4 1 a 1 i 
(4, a) 了 215 ( ) | 


以 及 ? 
E= |] U EQ a), (12) 
1«?«0 txt | 
B,— |- L, LN e. (13) 
容易 证 明 , 满 足 条 件 
20! —« (14) 


时 ,所 有 的 小 区 间 El, a) 是 二 二 不 相交 的 第 六 章 $ 1)， 我 们 称 
E, 为 基本 区 间 (Major arcs), E 为 余 区 闻 (Minor ars), 如 果 一 
个 既 约 分 数 的 分 母 不 超过 8, 我 们 就 说 它 的 分 母 是 “ 较 小 ”的 , 反 
之 就 说 是 “ 较 大 ”的 。 如 果 两 个 点 之 间 的 距离 不 起 过 +， 我 们 就 
说 是 “ 较 近 ” 的 。 DM a€ El 时 , 它 就 和 一 分 母 * 较 小 ”的 既 约 分 
数 "接近 >。 可 以 证 明 ( 见 第 六 章 $ 1 引 理 2), 24 a € EL hj, 它 一 定 


和 一 分 母 “ 较 大 ”的 既 约 分 数 "接近 ?”. 这样 ,利用 Farey 数列 就 把 积 . 


分 区 间 | 一 上 ,1 一 二 | 分 成 了 圆 法 所 要 求 的 二 部 分 Em ED. 
因而 ,我们 有 


1 
T 


D(N) = | . Sa, N)e(—Na)da = DN) + DN), (15) 


其 中 
D.N) = | Kas N)e(—Na)da, i-—1,2; 
以 及 
D uk EG2-[2- 2L] 


2) 月 与 \\ 是 尝 合 的 和 与 差 的 符号 ， 由 于 被 积 通 数 的 周期 为 1 ;为 方便 起 见 ,我 们 把 


积分 区 间 [0, 1] 改 为 [~ 二 ,1 一 zr 


3) 这 种 方法 通常 称 为 Facey HW. 


Oo PM (EE E ee m d nd 


E 
T(N) = | ,Cos ND«C- No) = TÈN) + TN), (16) 


其 中 
TAN) = | Na, N)e(—Na)da, i=1,2, 

贺 法 就 是 要 计算 出 DLCN) 及 TON), 并 证 明 它 们 分 别 为 DCN) 及 
TCN) 的 主要 项 , 而 DAN) 及 TN) 分 别 可 作为 次 要 项 而 忽略 不 
tt. / 

Hardy-Littlewood' ^"! 首先 过 明了 一 个 重要 的 假设 性 结果 : 如 
果 存 在 一 个 正 数 6 < $, 使 得 所 有 的 Dirichlet L EAHA 
点 都 在 半 平 面 o «9 上 ， 则 充分 大 的 奇数 一 定 可 以 表 为 三 个 奇 素 
T ZU. BOB EIL ZA 


2 
TN) ~ Lew), No, (17) 
2 log N 


其 中 


1 1 
mY HE- pe IPs po! SS 
局 时 他 们 猜测 ce mm, 对 于 偶数 N 应 该 有 


RD (19) 
其 中 | 
= le TT 
exu) ~ 2 II ee s) Il icy (20) 


Hardy-Littlewood!? V) 还 证 明 o 结果 : 如 果 广 义 
Riemann 猜测 成 立 ， 那 末 几 乎 所 有 的 仿 数 都 能 表 为 二 个 奇 素 数 之 
和 ， 更 精确 的 说 , 若 以 EGO) SOROR US. x 且 不 能 表 为 二 TES 
之 和 的 偶数 个 数 ,他 们 在 GRH 下 证 明了 - 

E(x) « rtt (21) 
其 中 6 为 一 任意 小 的 正 数 ， 
可 以 看 出 , 婴 花 妨 果 成 功 的 话 , 是 十 分 强 有 力 的 。 因 为 它 不 但 
TE um Es 


ect eoe i 


证 明了 猜想 的 正确 性 ,而且 进一步 得 到 了 表 为 奇 素 数 之 和 的 表 
法 个 数 的 渐 近 公式 ， 这 是 至 今 别 的 方法 都 不 可 能 做 到 的 . 虽然 
Hardy-Littlewood 没有 证 明和 任何 无 条 件 的 结果 , 但 是 他 们 所 创造 的 
图 法 及 其 初步 探索 是 对 研究 Goldbach 猜想 及 解析 数论 的 至 为 重 
要 的 贡献 ,为 人 们 指出 了 一 个 十 分 有 成 功 希 望 的 研究 方向 ， 

1937 ££, T. Esterman"" 证 明 : 每 一 个 充分 大 的 奇数 一 定 可 
以 表 为 两 个 奇 汪 数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 之 和 。 

1937 年 ,利用 Hardy-Litdewood N}, H. M. Buuorpanos 终 
于 以 其 独创 的 三 角 和 估计 方法 无 条 件 地 证 明了 : 每 一 个 充分 大 的 
奇数 都 是 三 个 奇 案 数 之 和 , 且 有 渐 近 公式 《17) 成 立 。 这 就 基本 上 
解决 了 猜想 (B), 是 一 个 重大 的 贡献 。 通常 把 这 一 结果 称 为 Gold- 


` bach-Banorpanos 定理 ,简称 三 素数 定理 。 Page 在 1935 年 ( 见 第 十 


章 引 理 5) 及 Siegel 在 1936 年 〈 见 第 十 章 引 理 9) 证 明了 关于 工 
诅 数 例外 零点 的 两 个 十 分 重要 的 结果 ， 由 此 可 推出 相应 的 算术 级 
数 中 素数 分 布 的 重要 定理 《 见 第 六 章 $23 引 理 2 及 $33 引 理 7 D, 
Busorpanos 首先 利用 这 两 个 结果 之 一 《用 任意 一 个 结果 都 可 以 》 


.证 明了: 对 适当 选取 的 8 及 rt， 有 


TN) ~ È SN) Ta e N 一 co， Q2) 


( 见 第 六 章 $ 2 定理 1)。 而 他 的 主要 贡献 是 在 于 利用 他 目 己 USE 
的 察 变 数 三 角 和 估计 方法 ,证 明了  Hardy-Litlewood 关于 三 角 和 
S(a, N) 性 质 的 猿 测 。 简单 地 说 他 证 明了 : 对 适当 人 选取 的 8 和 
T, 4 ae El 上 时 有 


S(a, N) « Po | (23) 
《 见 第 五 章 $ 12。 由 此 容易 推测- 
N (iota NY da NI 
^n SCasN) |da < oe N Q4) 


这 表明 相对 于 TO) KH, TOA) 是 可 以 忽略 的 次 村 项， 这样， 
由 《16),(22),《24) 就 证 明了 三 索 数 定理 ( 见 第 六 章 52, 当 用 Page 
的 结果 时 情况 要 复杂 一 些 , 见 第 六 章 $ 3). 
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Barorpamoepsd' U58. L1 创造 和 发 展 了 一 整套 估计 三 角 和 的 方 
法 ， 利 用 他 的 强 有 力 的 方法 使 解析 数论 的 许多 著名 问题 得 到 了 重 
要 的 成 果 。 他 对 数论 的 发 展 作 出 了 重要 贡献 . 

1938 年 , 华罗庚 后 证 明了 更 一 般 的 结果 : 对 任意 给 定 的 整数 
ks 每 一 个 充分 大 的 奇数 都 可 表 为 Dc p t p3 EH pi po ps 为 
奇 素数 ( 见 第 六 章 $ 5 定理 4 ). 

在 Brorparos 的 证 明 中 ， 有 一 点 稍为 不 调和 的 地 方 。 他 创 
过 的 线性 素 变数 三 角 和 估计 方法 , 从 本 质 上 来 说 是 一 种 得 法 ， 这 
样 一 来 ,处 理 基本 区 间 E, 上 的 积分 TON). 用 的 是 分 析 方 法 , 而 处 
理 余 区 间 E; 上 的 积分 TON) 用 的 却 是 初等 的 非 分 析 方 祛 3、 为 
了 消除 这 种 不 一 致 性 、 就 需要 用 分 析 方 法 来 得 到 线性 素 变 数 三 角 
fü S(a, N) 的 估计 式 (23). 1945 ££, IO. B. Jammy" 0L 9 提 


”出 了 所 谓 工 孙 数 零点 密度 估计 方法 ， 他 利用 这 一 方法 同样 证 明了 


估计 式 (23), 从 而 对 三 素数 定理 给 出 了 一 个 有 价值 的 新 的 完全 分 
析 的 证 明 . JITaaaag 的 方法 在 解析 数论 的 许多 问题 中 都 有 重要 应 
用 .。 他 原来 的 证 明 是 十 分 复杂 的 ， 后 来 一 些 数学 家 eat5 进 一 
步 简化 了 Jima 的 证 明 ( 见 第 四 章 $ 1, 第 五 章 $2), 但 也 仍然 
是 利用 零点 密度 估计 方法 并 要 用 到 比较 复杂 的 分 析 结 果 。 1975 
4, Vaughan?" 不 用 工 函 数 等 点 密度 售 计 方法 。 给 出 了 估计 式 
(23) 一 个 分 析 证 明 , 但 他 仍 需 用 到 复杂 的 工 函 数 的 四 次 中 值 公式 . 
1977 年 , 汤 承 彪 0% 仅 利用 工 函 数 的 初等 性 质 及 简单 的 复 变 积分 法 
对 估计 式 《23) 给 出 了 一 个 新 的 简单 的 分 析 证 明 ( 见 第 五 章 $ 3)。. 
一 些 作者 还 讨论 了 有 限制 条 件 的 三 素数 定理 。 例如 , 证 明了 
充分 大 的 奇数 可 以 表 为 三 个 几乎 相等 的 素数 之 和 m9。 吴 
方 54q 及 一 些 数学 工作 者 还 讨论 了 其 它 形式 的 推广 . | 
. 由 上 所 述 , 殴 法 对 于 猜想 《B) 的 研究 是 极为 成 功 的 。 而 用 它 
来 研究 猜想 CAD 却 收效 蕊 微 ,得 不 到 任何 重要 的 结果 .在 Baro- 
rpauos 证 明了 三 素数 定理 后 不 久 ， 利 用 他 的 思想 , 一 些 数 学 
1) 最 近 R. C. Vaughan(C. R. Acad. Sce, Paris, Sér. A, 285 (1977),981 —983) 
又 给 出 了 一 个 漂亮 的 初等 证 明 。 
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Z cao Es Uc 6) AUR GE ERTSPUEB f: 几乎 所 有 的 假 数 都 可 以 表 
为 二 个 奇 素数 之 和 。 确切 地 说 ,他 们 证 明了 , 对 任 给 的 正 数 4, 我 
们 有 


E(w) « —— (25) 
log í x 


“ 见 第 十 一 章 $1). P RRA RECS A S98 , 他 还 证 明了 对 任 
意 给 定 的 正 整数 6 几乎 所 有 的 偶数 都 可 表 为 pi 十 pio pon AR 
A. 
1972 Æ, Vaughan" 证 明了 : 存在 正常 数 c 使 
E (x) & x exp (—e log x). (26) 
1973 £E, Ramachandra”? 把 结果 (25) 推广 到 了 小 区 间 . 上 ( 见 
第 十 一 章 83). 
.1975 年 ，Montgomery 和 Vanghantml 进一步 改进 了 (26), 证 
DECEM A0,4 
ECx) « x^^ (27) 
( 见 第 十 一 章 $ 2). 这 是 一 个 很 漂亮 的 结果 .在 这 里 他 们 第 一 次 把 
大 得 法 应 用 于 对 加 法 中 基本 区 闻 的 讨论 。 为 了 证 明 这 一 结果 几 平 
用 到 了 工 沙 数 餐 点 分 布 的 全 部 知识 ( 见 第 十 章 ), TED AREN 
R EHTE A A> 0.01. 
适 常 我 们 把 可 以 表 为 二 个 奇 素数 之 和 的 偶数 称 为 Goldbach 
数 , 而 (x) 称 为 不 超过 * BS Goldbach 数 的 例外 集合 ， 区 上 关于 
猜想 (A) 的 结果 是 证 明了 : 几乎 所 有 的 偶数 都 是 Goldbach 数 ,并 
逐步 改进 了 对 Galdbach 数 的 例外 集合 E) 的 阶 的 估计 ， 


此 外 ,还 应 该 提 到 的 是 ，JTauuak"" 首先 利用 加 法 研究 了 相 邻 . 


”Goldbach 数 之 差 这 一 有 趣 的 问题 ,我 们 将 在 第 十 二 章 中 讨论 。 


(二 ) $8 法 


其 次 我 们 来 谈 谈 第 法 .。 在 提出 圆 法 的 同时 ， 为 了 研究 猜想 
(4)， 数 论 中 的 一 个 应 用 广泛 的 强 有 力 的 初等 方法 一 筛 法 也 开 


9^5 


始 发 展 起 来 了 ， 要 解决 猜想 (4) 实在 是 太 困难 了 ， 因 此 人 们 设想 
能 否 先 来 证 明 每 一 个 充分 大 的 偶数 是 二 个 素 因 子 个 数 不 多 的 乘积 
Gli i ROLES FARO 之 和 ， 由 此 通过 逐步 减少 素 因 子 的 个 数 
的 办 法 来 寻求 一 条 解决 猜想 CA) 的 道路 . : 设 a, 5 是 二 个 正 整 数 ， 
为 方便 起 见 , 我 们 以 命题 {a , b) 来 表示 下 述 命题 : 每 一 个 充分 大 
的 偶数 是 一 个 不 超过 a 个 素数 的 乘积 与 一 个 不 超过 5 个 素数 的 笑 
积 之 和 。 这 样 , 如 果 证 明了 命题 {1, 1}, 也 就 基本 上 解决 了 猜想 
(A). 

大 家 知道 ,篇 法 本 是 一 种 用 来 寻找 素数 的 十 分 古老 的 方法 ,是 
二 二 多 年 前 的 希腊 学 涛 Eratosthenes 所 创造 的 , 称 为 Eratosthenes Wf 
Z. 我们 的 素数 表 基 本 上 就 是 用 这 种 方法 编造 的 。 但 是 , 由 于 这 
种 原始 的 得 法 没有 什么 理论 上 的 价值 ， 所 以 在 很 长 的 时 期 畦 都 没 
有 进一步 的 发 展 . 用 现在 的 语言 简单 地 来 说 , 我 们 可 以 这 样 描述 
第 法 中 ， 以 .or 表示 一 个 满足 一 定 条 件 的 由 有 限 多 个 整数 组 成 的 
RE (RAJEE), U P 表示 一 个 满足 一 定 条 件 的 无 限 多 个 不 
同 的 素数 组 成 的 集合 , 22 2 为 任 一 正 数 。 令 


P(g) = [I p. (28) 


我 们 以 Slr P iu) 表示 集合 .ex 中 所 有 和 PKs) 互 素 的 元 素 的 
个 数 , 即 

SLA; P, #2) = 2; 1. (29) 

CaPts))=1 

”这 里 P(2) 好 象 是 一 个 " 短 子 ”， 凡 是 和 它 不 互 素 的 数 都 被 “和 首 掉 ? 
而 和 它 互 素 的 数 将 被 留 下 , 这 正 是 “ 筛 法 ”这 一 名 称 的 含意 .。 这 里 
的 “季子 ”是 和 集合 S 及 了 有 关 ，x OA BECA. ER BEC 
的 数 也 就 越 多 ， 而 So; 到 ,>) 就 是 集合 .or ATP) 
"ere" PT REP 的 元 素 个 数 ， 我 们 把 5S(_ey ; P, z) FIO PER 
数 。 粗略 地 说 ,第 法 就 是 研究 第 函数 的 性 质 与 作用 , 它 的 一 个 基本 
PRAE mi IAR SS 多, x) 的 上 界 和 正 的 下 界 《因为 
Se; P a z) 总 是 非 负 的 ), 


0 * 


现在 , 我 们 先 来 看 一 下 命题 (o. 0] 是 怎样 和 得 函数 联系 起 来 
的 。 设 入 为 一 大 偶数 , 取 集 合 
ex = AN) = {nN—n), ln N}, (30) 
P 为 所 有 素数 组 成 的 集合 。 Hiki 之 2, 取 z 一 NM ， 如 果 能 证 
明 
Slag: Z, NYY DSD, (31) 
则 显然 就 证 明了 命题 (a. 2], 这 里 
“一 全 一 l, ZEX., (32) 
[4]; 4 不 是 正 整 数 。 | 
车 当 4 一 2 时 ， (31) 成 立 , 则 就 证 明了 命题 [1s 1j. 另 一 方面 , 若 
KESA PN 的 一 个 上 界 , 那 么 我 们 就 相应 地 得 到 了 一 个 
大 侦 数 表 为 二 个 素 因 子 个 数 不 超过 a 个 的 数 之 和 的 表 法 个 数 的 上 
F. 


如 果 我 们 取 集 合 
B= BAN) —ÍN-—p.pmN) | (33) 
那 末 ,如 时 能 证 阴 
S(28; P, N”) >O, (34). 


则 显然 就 证 明了 命题 (1, o). 同样 , 若 求 得 Sap; P, N”) 的 一 
个 上 界 ， 那 么 我 们 亦 就 相应 地 得 到 了 偶数 表 为 一 个 素数 与 一 个 素 
因子 不 超过 «个 的 数 之 和 的 表 法 个 数 的 上 界 ， 

由 以 上 的 讨论 可 清楚 地 君 出 , 命题 (a, 0) 和 求 筛 函数 的 正 的 
下 界 及 上 界 这 一 问题 是 紧密 要 关 的 。 而 且 必须 着 重 指出 的 是 , 这 
里 要 求 > 所 取 的 值 相对 于 六 奖 说 不 能 太 小 , 一定 要 取 NW 那么 大 
的 阶 ,显然 4 能 取得 越 小 越 好 , 如 果 一 种 得 法 理论 仅 能 对 较 小 的 = 
《相对 于 ND, 比如 说 取 dog*N. 大 小 时 才能 证 明 第 函数 有 下 的 下 界 
估计 , 那么 这 种 得 法 理论 对 于 我 们 的 问题 来 说 是 无 用 的 。 而 古老 
的 Eratosthenes 得 法 却 正 是 这 样 一 种 镁 法 (网 [38], [50], [81])。 

直到 1920 年 前 后 , 才 由 Brun?! 首先 对 Eratosthenes fETET 
上 其 有 理论 价值 的 改进 , 并 利用 他 的 方法 证 明了 命题 (9, 9) 这 一 惊 
人 的 结果 , 从 此 开辟 了 利用 得法 研究 铺 想 (4) 及 其 他 许多 数论 问 


‘ile 


题 的 极为 广阔 且 富 有 成 果 的 新 途径 .， Bron 对 数论 作出 了 重大 的 
贡献 ， 人们 称 他 的 方法 为 Bron ME. Brun MARERE R 
学 的 特征 ， 比较 复杂 , 而 且 应 用 起 来 并 不 方便 。 不 过 Brun BUE 
粮 是 很 有 启发 性 的 ， 可 能 仍 有 进一步 探讨 的 必要 ( 见 [38], [50], 
[811). | 

1950 Æ, A. Sedbergh inp nu 利用 求 二 次 型 极 值 的 方 
法 对 Eratosthenes 乌 靶 作 了 另 一 重大 改进 ， 由 他 的 方法 可 得 到 惫 
函数 的 虐 界 估计 。 这 种 筛 法 称 为 Selberg SEIL. 把 这 种 方法 和 
Byxurra6 恒等式 (第 七 章 $1 引 理 1) 结合 起 来 就 可 得 到 乌 育 数 的 
下 界 估计 . Selberg 乌 法 不 仅 便 于 应 用 ,而且 迄今 为 止 它 总 是 比 
Bron 短 法 得 到 更 好 的 结果 .。 目前 ， 对 某 种 得 函数 《也 是 我 们 的 
问题 所 需要 的 ) 所 得 到 的 最 好 的 上 界 及 下 界 估 计 是 由 Jurkat-Ri- 
chert? 利用 Selberg 得 法 所 得 到 的 。 术 书 将 仅 讨 论 Selberg Mik, 
主要 目的 是 证 明 Jurkat-Richert 的 结果 《〈 见 第 七 章 )， 为 证 明 命题 
(1, 2} FER. 

这 里 还 要 指 出 一 点 在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 是 把 命题 {1e, 5} 和 

> 对 一 个 筛 函数 的 估计 直接 相 联 系 的 ， 而 这 样 做 使 我 们 所 得 到 的 结 - 

果 是 比较 弱 的 。 1941 Æ, Kuhn 首先 提出 了 所 谓 “ 加 权 筛 法 ”， 
利用 这 种 方法 使 我 们 可 以 在 同样 的 第 函数 上 、 下 界 估计 的 基础 上 
得 到 更 强 的 结果 .后 来 许多 数学 工作 者 对 各 种 形式 的 “加 权 复 法 ” 
进行 了 深信 人 的 研究 ,从 而 不 断 提高 了 得 法 的 作用 。 陈景润 59'29 正 
是 由 于 提出 了 他 的 新 的 加 权 盘 法 才 证 明了 命题 {1, 2}。 现 在 所 有 
的 最 好 结果 都 是 利用 加 权 形 式 的 Sdberg MERAN. 我 们 将 在 
第 九 章 结合 命题 (1, 5} 来 对 加 权 第 法 作 一 简单 的 说 明 . 

T BE eE(s,5) PUER S. 

1920 Æ, Brun? 证 明了 命题 {9, 9}; 

1924 ££, Rademacher?? IERT Hi {17, 7]: 

1932 年 ， Estermann’ 证 明了 命题 {6, 6}; 

1937 ££, Ricc;P?2 证 明了 命题 (5, 7), (4, 9}, (3, 15] 以 及 
{2,366}; 
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1938 4£, Byxa 证 明了 命题 {5, 5): 
1939 Æ, TaprakoBckuü^!9 及 1940 ^E, Byxuraó23 都 证 明 
了 命题 .{4, 4]; 
Kuhns 7E 1941 年 提出 TORRE 后 来 证 明了 命题 
(a, 5], a +H 6 x 6, 
以 上 的 结果 都 是 利用 Brun MEREK. 
1950 Æ, Seberg??! 宣布 用 他 的 方法 可 以 证 角 命 题 (2, 3], 
但 在 长 时 期 内 没有 发 表 他 的 证 明 . 以 下 的 结果 都 是 利用 Selberg 
fie dS EIAS. 
1956 ££ EIH T dE (3, 4}; 
1957 ££, A. H. Buuorpanog"?! 证 有 明了 命题 (3.3): 
1957 Æ, E JG". ERA f ap 8 (2, 3) 以 及 命题 te， baa 十 
bs 5, 
但 是 , 以 上 这 些 结果 中 , 都 有 一 个 共同 的 弱点 ,就 是 我 们 还 不 
能 肯定 二 个 数 中 至 少 有 一 个 为 素数 。 为 了 得 到 这 种 结果 一 一 即 要 
证 明 命 题 11, 引 ， 如 前 所 述 ， 我 们 就 需要 估计 儿 项 数 SCom: P, 
z). 在 第 七 章 中 我 们 将 会 看 到 ,在 估计 第 函数 的 上 寞 和 下 界 时 , 同 
加 法 一 样 ,也 要 计算 主要 项 和 估计 余 项 ,并 证 明 相 对 于 主 项 来 说 余 
项 是 可 以 忽略 的 ， 在 证 明 以 上 的 命题 (a, 5] 时 ， 余 项 的 估计 是 初 
等 的 比较 简单 的 。 但 为 了 证 明 命 题 (1. 03. 在 余 项 估计 上 碰 到 了 
(RCKBSERAE,. 这 个 困难 5 见 第 七 章 S D 实质 上 就 是 要 估计 下 面 的 
和 式 
Ste, q) = D, MI) mex max jely; 4,1) 一 


dex yx (I,d)i— re 


为 了 估计 这 一 和 式 , 就 需要 利用 复杂 的 解析 数论 方法 ， 这 种 类 型 
的 估计 通常 称 为 算术 级 数 中 素数 分 布 的 均值 定理 (网 第 八 章 小 
1948 年 ,匈牙利 数学 家 A. Rényi 首先 在 这 方面 作出 了 开 
创 性 的 极为 重要 的 推进 。 他 利用 Jam” 所 创造 的 大 第 法 《 见 
1) 在 此 之 前 ，Estermann" 1 在 GRH FERT is EB (1,5), Dyxura6U? 亦 证 月 
T-TARKA, ARET? E GRH 下 证 明了 命 超 {1, 4] 及 (1, 3]. 
a Ij 


G5) 


第 二 章 $ 2) 研究 上 函数 的 零点 分 布 , 从 而 证 上 明了: 一 定 存在 一 个 
JERA m， 使 对 任意 的 正 数 ? < m 及 任意 正 数 4， 有 信 计 式 


S. n) K — (36) 
log ^ x 


成 立 ， 进 而 ,他 利用 Brun 得 法 和 这 一 结果 证 明了 命题 {11, 外 .但 
这 里 的 正 数 p KERS 5 都 是 没有 定 出 具体 数值 的 常数 , 所 以 这 
是 一 个 有 趣 的 定性 结果 。 若 用 他 原来 的 方法 去 确定 常数 ,m 将 会 
很 小 而 将 是 很 大 的 . 这 样 ,具体 地 定 出 尽 可 能 大 的 mo 并 确定 。 
和 之 闻 的 联系 ,就 是 证 明 命题 (0, 5} 的 关键 问题 了 . 

1962 年 , 潘 承 润 ca 证 明了 当 加 一 7 时 ,估计 式 (36) 成 立 ,并 
由 此 得 到 命题 {1, 5}; 

1962 年 , 王 元 "1 从 进一步 改进 饰 法 着 手 , 由 六 一 i 推出 了 
命题 {1, 4}， 同 时 , 他 还 得 到 了 ww 和 z 之 间 的 一 个 非 显然 联系 : 

1 1 

Mm T E mT TOR 4} 及 3). 
1963 年 ， -JJIeBHH569] 把 这 一 结果 改进 为 jo 一 1227 E 7o = PETT 

1962 Æ, WRAS 及 1963 t£, Bap6au" 互相 独立 地 证 明了 
m 一 I 时 估计 式 (36) 成 立 ， 并 利用 较为 简单 的 筛 法 就 证 明了 命 
Ej (1, 4); 

1965 ££, Byxmra6t® 由 mo 一 T 推出 了 命题 (1,3); 

1965 Æ, A. H. BumorpanoB! 及 E. Bombieri? 都 证 明了 
m » 时 估计 式 (36) 成 立 ，Bombieri 的 结果 要 稍 强 冀 《 见 第 八 


章 $ 1), 这 一 结果 通常 称 为 Bombieri-Bumorpanos 定理 ， 它 的 重要 
柱 是 在 于 它 在 某 些 数论 问题 中 起 到 了 可 以 代替 GRH 的 作用 。 由 
这 一 结果 再 利用 王 元 或 Jleem 的 工作 ， 他 们 就 得 到 了 命题 11， 
3}。 这 里 应 该 指出 的 是 ，Bombieri TCR AMA. FAEK 
法 在 数论 中 的 应 用 作出 了 重要 的 页 献 ( 第 八 章 $ 2). 
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1966 年 , 陈景润 吗 宣布 他 证 明了 命题 (1, 2}1， 当 时 没有 给 出 
详细 证 明 , 仅 简略 地 概述 了 他 的 方法 。1973 年 ,他 发 表 了 命题 (1, 
2) ERIE, 应 该 指出 的 是 ,在 他 宣布 结果 到 发 表 全 部 证 明 
的 整整 七 年 之 中 ,没有 别 的 数学 家 给 出 过 命题 {1,2} 的 证 明 , 和 而且 
但 乎 诬 际 数学 界 仍然 认为 命题 人 1 ,3} 是 最 好 的 结果 . 因此 , 当 陈 
景 润 在 1973 年 发 表 了 他 的 很 有 创造 性 的 命题 (1, 2} 的 全 部 证 明 
后 ,立即 在 国际 数学 界 引 起 了 强烈 的 反响 ,公认 为 这 是 一 个 十 分 杰 

的 结果 , 是 对 Goldbach 猜想 研究 的 重大 贡献 , 是 得法 理论 的 最 
卓越 运用 , 并 且 一 致 地 将 这 一 结果 称 为 陈 贯 调 定 理 。 由 于 这 一 结 
果 的 重要 性 ,在 很 短 的 时 间 内 ,国内 外 先后 至 少 上 发 表 了 命题 1, 2] 
的 五 个 简化 证 明 89， [85], [39], [107], B, 

陈景润 的 贡献 ,就 方法 上 来 说 ， 在 于 他 提出 并 实现 了 一 种 新 的 
MRH. ERLE., 我 们 将 会 看 到 , 为 了 实现 他 的 加 权 得 法 ,在 
估计 余 项 上 出 现 了 Bombieri-Baaorpanos 定理 所 不 能 克服 的 困难 . 
后 来 。 在 文 189]，[90] 中 指出 ,利用 陈景润 的 加 权 禾 法 证 明 命 题 
(1, 2) 的 基础 是 证 明 下 面 新 的 一 类 均值 定理 ( 见 第 八 章 9 2): 


D (g0: a,l, d) 


max max 
i: 
dxla2log 一 Bx y&x (D,d)71 


(37) 


. y 

2 zs) S log* x^ | 
XPERT AO RUKE DON) 上 界 估计 的 基础 ， 我 们 将 在 第 八 
章 讨论 G6), (37) 二 种 类 型 的 均值 定理 ， 并 在 第 九 章 证 明 命题 


{1, 3}, {1, 2) 及 介绍 陈景润 改进 DON) 上 界 估计 的 方法 . 


(三 ) 密 率 


最 后 ,我 们 极 简单 地 谈 谈 密 率 。 密 率 是 JL D. HarperpMaH 
”在 1930 年 所 首先 提出 的 关于 自然 数 集 合 的 一 个 十 分 重要 的 基本 
概念 ， 密 率 理论 后 来 有 广泛 的 发 展 和 应 用 ， 关 于 这 方面 的 内 容 可 
参看 L51],L81],1371, 这 里 不 作 介 绍 了 ， 
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在 Landau 提出 狂想 (C)， 并 预言 证 明 它 是 当代 数学 家 力 所 
不 及 的 之 后 , 公 仅 过 去 了 二 十 年 ，UIEaberbMaHcoi 在 1933 年 就 利 
用 他 的 密 率 理论 和 Brun 修法 证 明了 猜想 (C)。 但 他 没有 定 出 其 
中 的 常数 如 果 我 们 以 * 表示 最 小 的 整数 , 使 每 一 个 充分 大 的 
正 整 数 都 可 表 为 不 超过 ARAZA C 通常 称 为 lanpezisvan 
常数 )， 从 HUaapezpwag 的 方法 可 以 证 明 s « 800,000, 这 一 结果 
后 来 得 到 了 不 昨 的 改进 . 

1935 Æ, Pomanos™ 证 有 明了 s « 2208; 

1936 ££, Heilbronn, Landau 及 Sckerk/! JERAT s «71; 

1936 ££, Ricci??? 证 明了 ys 67; 

1950 Æ, Shapio"!9 iFBH f s «20; 

1956 ÆA XC REL"! 证 明了 «18. 
; 以 上 结果 都 是 用 初等 的 密 率 理论 结合 得 法 得 到 的 . 如 再 利用 

解析 数论 的 一 些 高 深 的 结果 , 可 对 s 的 数值 作 进一步 的 改进 。 这 
方面 的 结果 是 : 
”1968 ££, Siebert"! 及 Kyasues, Heuypo'?! 都 证 明了 s10; 

1976 年 ，Vaughanpal ER Y s « 6, 

还 应 该 提出 的 是 ， EAER TANA (C) PROH R k, 这 
方面 的 结果 是 : 
| 1972 fg, Kumwos, Ilunpraá 及 UHernamanfa 证 明了 kS 
115; 

1975 年 Kumwos*?! 证 明了 k « 55; 

1977 €, Vaughan"?! EBR f k « 27". 


由 于 从 三 素数 定理 立即 可 推出 :« 4， 所 以 本 节 将 不 讨论 密 S 


率 及 其 所 得 到 的 结果 . 当然 ,关于 常数 不 的 结果 ,目前 只 有 用 密 率 
的 方法 才能 得 到 . 

以 上 我 们 简单 地 回顾 了 二 百 多 年 来 研究 Goldbach 猜想 的 历 
史 , 介 绍 了 主要 的 研究 方法 和 取得 的 主要 成 条 .对 Goldbach 猜想 


D 目前 最 好 的 结果 是 J M，Deshouillers (Ul Math, Reviews, 57 5933) 证 明 的 
k x 26, 
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的 研究 有 力 地 推动 了 数论 , 函数 论 等 一 些 数学 分 支 的 发 展 。 它 和 
无 数 例子 一 样 。 再 一 次 生动 地 证 明了 合理 的 假设 在 科学 发 展 中 的 
重要 地 位 和 作用 。 一 个 有 价值 的 假设 , 不 管 它 最 终 被 证 明 是 正确 
的 ,错误 的 ,或 是 部 分 正确 ,部 分 错误 ,都 将 引导 人 们 去 探索 新 的 科 
学 真理 ,推动 科学 的 向 前 发 展 . 

从 1966 年 陈景润 宣布 他 证 明了 命题 {1，2}， 到 今天 已 经 过 
.去 十 三 个 年 头 了 ， 应 该 说 在 这 时 期 中 ,对 Goldbach 猜想 的 研究 没 
有 重大 的 实质 性 的 进展 ， 事情 往往 是 如 此 , 对 于 研究 一 个 问题 来 
说 ， 迈 出 开创 性 的 第 一 步 和 走 上 彻底 解决 它 的 最 后 一 步 都 同样 是 
.最 困难 的 。 BR, 表面 上 命题 {1, 2) 和 命题 {1, 1} 一 一 Goldbach 
猜想 的 基本 解决 一 一 仅 “1” 之 差 ,但 是 ,看 来 完成 这 最 后 的 一 步 所 
要 克服 的 困难 可 能 并 不 比 我 们 已 经 走 过 的 道路 要 来 得 容易 。 我 们 
也 没有 多 少 拒 提 可 以 肯定 ， 深 着 现 有 的 方法 一 定 可 以 最 终 解 决 
Goldbach 猜想 。 至 今 对 于 猜想 (A), 我们 甚至 还 不 能 给 出 一 个 候 
设 性 的 证 明 . | 

只 要 稍为 看 一 下 现 有 的 解析 数论 的 基础 理论 就 不 难 发 现 ， 我 
们 对 于 Dirichlet 特征 , 素数 分 布 ,“ 函数 , 工 函 数理 论 等 方面 的 知 
识 仍然 了 解 得 非常 之 少 。 贺 法, 在 对 余 区 间 上 的 积分 DN) 的 处 
38— —iÁbt RM A Koc frm Sl N) 的 估计 一 一 碰 到 了 巨 
大 的 困难 ， 初 等 的 第 法 和 密 率 (也 需要 伺 法 ) 盟 然 和 解析 方法 相 结 
人 台 使 它 变 得 十 分 强 有 力 , 但 现在 的 入 法 毕竟 是 十 分 粗糙 的 ,也 许 这 
种 方法 有 其 天 然 的 局 限 性 .我 们 对 素数 的 算术 性 质 同样 也 知道 得 
极其 肤浅 。 或 许可 以 认为 , 今天 对 猜想 的 研究 正 处 于 一 个 相对 的 
停滞 阶段 。 这 就 是 说 , 需要 我 们 对 原 有 的 方法 和 结果 作出 重大 的 
改进 ,或 提出 新 的 方法 才 有 可 能 使 Goldbach 猜想 的 研究 得 到 新 的 


推进 ， 因 此 ,把 迄今 为 止 研究 Goldbach 猜想 的 主要 方法 和 得 到 的 


主要 成 果 作 一 总 结 是 必要 的 和 有 益 的 。 | 
二 百 多 年 来 , 许 许 多 多 的 数学 家 对 Goldbach 猜想 从 各 个 不 同 
角度 作 了 大 量 的 研究 , 从 方法 到 结果 部 是 极其 丰富 的 . 要 作 一 个 
全 面 的 、 恰 如 其 份 的 有 创见 和 启发 性 的 总 结 ,显然 是 不 容易 的 .这 
i e 17 。 
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不 是 本 书 的 任务 ,也 是 我 们 力 所 不 及 的 ， 在 这 一 本 小 书 中 ,我们 打 
Wr ib.— FERNE CSelberg 得 法 ,以 及 与 其 有 关 的 大 得 法 
函数 、 工 函数 理论 , 线 姓 素 变 数 三 角 和 估计 、 复 变 积分 法 等 。 我 们 
要 证 明 的 主要 结果 , 是 三 素数 定理 和 命题 {1, 2}， 同 时 介绍 一 下 
D(N) 上 界 估 计 的 改进 及 有 关 Goldbach 数 的 若干 结果 . 就 方法 和 
结果 来 说 ,我 们 比较 侧重 于 基本 方法 的 介绍 。 有 一 些 结果 (如 线性 
迪 变 数 三 角 和 估计 ,算术 级 数 中 素数 分 布 的 均值 定理 等 ) 可 以 用 不 
同 的 方法 加 议 证明, 我 们 认为 这 些 方法 都 是 重要 的 ,所 以 都 作 了 介 
A. 有 时 ,对 所 用 的 方法 作 更 细致 , 技巧 更 复杂 的 讨论 后 , 可 以 得 
到 更 强 的 结果 ,但 为 了 把 基本 方法 介绍 清楚 ,我 们 宁可 使 这 里 所 证 
明 的 结果 不 是 最 好 的 (如 命题 {1, 3}, (1, 2} 中 的 系数 , D(N) 上 
界 估计 中 的 系数 等 )。 我 们 希望 本 书 中 所 介绍 的 方法 不 仅 对 研究 
Goldbach 猜想 , 而 且 对 整个 解析 数论 都 是 重要 的 。 有 些 数学 家 把 
Goldbach 猜想 看 作 是 一 个 更 广泛 的 猜想 的 一 部 分 ,本 书 将 丝毫 不 涉 
及 这 种 推广 。 从 目前 来 看 ,我 们 认为 猜想 的 最 原始 ,最 简单 的 形式 
也 是 最 重要 的 ,大 家 知道 ,关于 偶数 Goldbach 猜想 的 每 一 个 结果 都 
可 相应 地 推广 到 李 生 素数 上 去 ,但 本 书 亦 将 不 讨论 这 一 著名 问题 . 

本 书 末 所 列 出 的 文献 仅 是 本 书 所 需要 的 ， 当 然 是 不 完全 的 . 
在 [50],[38] 及 [82] 等 著作 中 附 有 有 关内 容 的 十 分 详尽 的 文献 

初等 数论 和 解析 数论 的 基础 知识 是 本 蔬 所 需要 的 预备 知识 . 
前 者 主要 可 参看 [51], [80], [137] 及 [43] 等 书 ， 后 者 主要 可 参 
看 [60], [25], [92], [81] 及 [1231 等 书 。 由 于 篇 幅 所 限 ,我 们 对 
以 下 的 内 容 : 
O (COO 在 临界 长 条 0 <o <1 中 的 阶 的 估计 《 见 第 四 章 $2 
引 理 5), - | 

(2) iO) 及 工 国 数 的 非 零 区 域 ( 见 第 十 章 $1 引 理 11, 第 十 二 
章 $13 引 理 1). 

(3) Turin 方法 ( 见 第 十 章 $ 2). 

(4) 素 变 数 三 角 和 2j ce(pta) 的 估计 ( 见 第 六 章 $5 引 理 15). 


将 不 给 出 证 明 ， 在 文中 将 指出 参考 文献 
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第 一 章 ”特征 与 Gauss 和 
- mh 
Go) = $ x09 (77) EO 


为 Gauss 和 。 这 一 章 主 要 是 研究 Gauss 和 Gm) 的 性质 由 于 
这 里 以 及 本 书 的 天 多 数 章节 都 要 用 到 有 关 特 征 的 知识 ,所 以 ,我 们 
将 首先 比较 详细 地 来 叙述 特征 的 基本 概念 和 性质 ， 对 于 所 列 出 的 
性 质 我 们 都 不 加 证 明 。 因 为 这 些 内 容 很 容易 在 许多 数论 书 中 找到 
《例如 可 参看 [24], [29], [51], [601, [80], [92], [123] $$). 


$1 F fE 


由 L. Dirichlet 所 引进 的 寞 4 的 特征 { 或 称 特征 函数 ) 是 数论 
中 的 一 个 十 分 重要 的 基本 概念 .特征 的 主要 作用 是 在 于 :利用 它 我 
们 可 以 从 一 个 给 定 的 整数 序列 中 把 属于 某 一 个 公差 为 ?的 算术 数 
列 的 子 序列 分 离 出 来 .因此 它 在 许多 数论 问题 中 ,特别 是 Goldbach 
猜想 的 研究 中 起 着 很 关键 的 作用 。 特征 可 以 月 不 同 的 方法 来 定 
义 ,我们 定义 特征 如 下 5: 


EX dEqlWecpe pA RE Run 


为 模 pU 的 最 小 正 原 根 O <i Ss), 以 及 
-人 )el, -D | 921, 
UT dou. 232, eT ize, 122, 
ee AKIK) | 
其 中 $(4) 为 Euer 函数 ， 则 对 于 任意 给 定 的 一 组 整数 m, m, 
Mis j t. Mps 我 们 称 定义 在 整数 集合 工 的 函数 
e 19 «5 


mY Moro) (mviy.. MN = 
as 
0, (n,a) >] 
(2) 
AE 4 AMECEA), HIP vaTos 1s tro y2 为? 对 模 8 的 
一 个 指标 组 . 

为 了 着 重 指出 特征 X(x) 是 属于 模 4 的 , 我 们 经 常 采 用 记号 
X(n) È X(n) mod 4, l 

下 面 我 们 来 列 出 有 关 特 征 的 一 些 基 本 知识 ， 

1. 模 4 的 特征 X(n) 称 为 模 4 的 主 特征 ， ADEM Gag) 一 1 
WHER X(») = 1, 主 特征 记 为 尺 (x)， 其 它 所 有 的 特征 都 称 为 非 
主 特征 。 只 取 实 值 的 特征 称 为 实 特征 ,其 它 的 称 为 复 特征 . 

2. 模 9 的 特征 X (n) 是 以 9 为 周期 的 周期 函数 , 旦 XC) 一 1, 
[X(2)] — 1, (2, 4) — I. 

3. 特征 X(n) 是 完全 可 乘 函 数 , 即 对 任意 的 整数 ms m A 

Xn, n) =n X(n)X(n;). 
| 4. 对 于 一 个 固定 的 模 4 来 说 , 有 且 仅 有 a) 个 不 同 的 模 4 
”的 特征 . 


5. 我 们 有 
M pa), X=% 
2; 一 n X», G) 
以 及 当 (z, 2) 一 工时 有 
$(g), n= alq), 
MEO OE Oe (4) 


其 中 求 和 号 2. 表示 对 模 4 的 所 有 的 特征 求 和 。 
6. 设 X,» Xs 分 别 为 模 41, 2 的 特征 , 则 
X(n) mE Xa, (n) X, (n) 
为 模 4 一 [494,921 的 特征 . 由 于 模 了 的 特征 一 定 亦 是 模 4 的 特征 ， 
RE g 和 4 有 相同 的 素 因 于, 且 q1q ， 所 以 我 们 以 后 总 规定 乘积 
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Klaha) 为 模 lgo 9: 丁 的 特征 ， 对 二 个 以 十 的 特征 相 乘 时 亦 一 
样 , 即 设 Xay 为 模 9 的 特征 O SiR), MRR XS, XL 总 规 
EDER [Qtt g] 的 特征 ， 

7. 设 X(n) 为 模 4 的 特征 ，4 = 2121, Cm 41) 一 入， 了 划一 定 存 
在 唯一 的 一 对 模 qro qa 的 特征 X, (n) > X, (n) » (3 

X(n) = X, G)X, 0); - 

B. X (2) 为 主 (或 实 ) 特 征 的 充 要 条 件 是 LaO) X4,(0) 均 为 主 (或 
KIE. 

8. Vt X (n) 2988 a 的 非 主 特征 ,如 果 存 在 一 个 9 a, 使 对 所 
有 满足 条 件 

(nis 9) = (ms q) =], n 于 ng ) 
BU msn | 
X(n) = X(nj) 

成 立 , 则 称 X(n) 为 模 的 非 原 特征 ,反之 , 则 称 为 模 4 的 原 特 征 . 
显然 , 在 性 质 7 中 , LO) 为 原 特征 的 充 要 条 件 是 Xu, n). 及 Xo,(n) 
均 为 模 qi E E 的 原 特 征 。 

9. XC) 为 模 4 的 原 特 年 。 则 对 任 一 4, 4 <a, dla, 一定 


可 找到 一 个 整数 7» 使 


CT qg) ml, nm*-1(4), XCn) 71 (5) 
原 特 征 的 概念 是 十 分 重要 的 ， 下 面 的 性 质 刻 划 了 原 特征 在 特 
征 中 的 地 位 。 
10. 对 模 4 的 任 一 非 主 特征 X (02 ,一 定 存在 唯一 的 一 个 模 9*， 
9*14s 及 唯一 的 一 个 模 g* 的 原 特 征 X*(n), 使 当 (9,4) 一 1 时 有 
X(n) = X* (n) 
成 立 ,我 们 称 X* (0) 为 对 应 于 XQ) 的 原 特征 ; 
反之 ， 设 X*(n) SB 的 原 特征 ，4 为 任 一 给 定 的 正 整数 ， 
4*|g， 则 一 定 存在 唯一 的 一 个 模 4 的 非 主 特征 X(n), 使 当 (n, 4) 
一 1 时 有 
x” (a) = XC») 
Kr. RITER XG) 为 由 原 特 征 X*(») 所 导出 的 特征 . 


. 2] * 


对 于 以 上 这 种 非 主 特征 与 原 特 征 之 间 的 对 应 关系 ,我 们 记 作 


X,«— Xf*, 或 X modq 4> X* mod4*, (6) 
或 简写 为 
X < X (6) 
11.i& x,&— Xir, BH 9 是 和 4” 有 相同 素 因 子 《 不 计 重 数 ) 
的 4 的 最 大 除数 , 即 9: 满足 条 件 
plg pla, ala; (4. 2")-1, (7) 
Á fi 
CRR a* 140, RITE 
X, = XQ60)X oO). — (8) 
其 中 9: = q/q CRR (n,22 一 1)， 及 
X, (n) = XI (nMX, (n) = X2«(2), | (9) 
因而 有 
X,(n) = Xka) Xa (n) = Xala) Xa (n). (10) 


TAF X «— X* , MEA ze. 
12. 3€ X(0) JR a 的 实 的 原 特征 , 则 一 定 有 
EP q pps | | ap 
其 中 i 一 0,2,3, p/(0 Si S) 为 不 同 的 奇 素数 . 

附注 当 4 = 1 时 , 仅 有 一 个 主 特征 x(x) 三 !， 有 时 为 方便 想见, 我们 
把 它 看 作为 模 ! 的 原 特征 ， 这 样 一 来 ， 所 有 的 模 4 的 主 特征 所 对 应 的 原 特 
征 就 是 模 ! 的 主 特征 ,而 模 ! 的 原 特 征 所 导出 的 模 4 的 特征 就 是 模 4 的 主 特 
iE, RU. 

X X 

以 后 ,我 们 在 引用 以 上 这 些 概念 和 性 质 时 ,一般 就 不 再 特别 地 

加 以 指出 了 . 


$2. Gauss 和 
Hi C1) 所 定义 的 Gauss 和 显然 具有 下 述 简单 性 质 : 
Gi(mi) = Gem) ;, Mm 三 mi(4), (12) 
Gx(— m) = X(—1)Gx(m), . (13) 


* 22 


PPP nemam LP EI 


Gg(m) = X(—1)GxCm), à s (14) 
当 m == 0 时 ， . 
G0) $2 XQ). | 5 
这 已 在 $1 性 质 5 中 讨论 过 了 , 由 (13) 知 我 们 以 后 只 要 讨论 
之 1 的 情形 . 
Gx(1) = r(X), (16) 
Bj 
«Qo = Sre (4), a6) 
hz g 
显然 有 | | 
Gx(m) = y(m)v(X), (m,q)—1, (17) 
当 X eX 时 ,我 们 记 
Ge(m)- C,(m), -© . (18) 
Bp | | 
€ mA B . , 
Cm) = De 2h). (18^) 


”这 就 是 Ramanujan 和 ,其 中 求 和 号 D) 表示 对 模 4 的 简化 剩余 系 


RM. RERE 
Calm) T C,C) = rH), (m, 4) 一 1 (19) 
SH 设 X 为 模 3 的 特征 ,x; 为 模 9; HORT, ELI JE 
q445 (gog) =l, XXX, 
我 们 育 | 
l Gx(m) = XG) X241) Gr, (m) Gx (m) (20) 
证 HE qc gih RITA 


: mh. 
Gila) LOL 2t) 


i 


= $i D Xah + qhe ( 60b + n 二 ah) | 


Aml 两 ze 4192 


- — x (622) Do klk) (n) 


f: mh, 
POLL (=): 
FRUEBDAR. (20) 式 , 证 毕 ， 
引 理 2 C, C) 为 ?的 可 乘 函 数 ,是 有 


Calm) ma( etos (——). eD 
其 中 a(n) 为 Mobius 函数 ， 
证 由 (18) 式 ,5 1 性 质 7 及 引 理 1 立即 推 得 Cum) 为 4 的 
B[3ÉPÉ TE. 下 面 来 证 明 (21) X. 当 了 一声 ;之 1 时 有 
vous quud I Viadu. A RE 
C Gm) = 27 (5)- $«( : 27 "(os 
pp, pim 
er pm; 
0, pm. 
因而 我 们 总 有 
cum m (o 7) «o5«7(. 
成 立 。 dado UTNÉSEBDG o 式 , 证 毕 。 
推论 1 我 们 有 
CCm) = C,) = 700) = p Cq), (m4) 1. (23) 
引 理 3 设 X > x7r, ME 
«00 = x (S) ea) «e. (24) 
XE Bi bL, 引 理 1 及 引 理 2( 取 m = 1) 可 得 
v(X,) 一 Xa (GDTX DECID o XZD Ka > (25) 
进而 设 k 一 hug" + Az 我 们 有 
e 24 。 


G5 eH) 


į . 


$i 


"TE x x, Oe (7) 一 2 xt» (4 ) 


人 
5 «( " 3 x: Ge (^) 
» [ons gq 7 4*, 
0, q,7 e*., 
BOR) CO 式 , 由 此 及 (25) ANB (24) A WEE, 
推论 ”我 们 有 


的 
Gi(m) = y ux (4) (5) «e ) (m.qQ-1. (6) 
由 引 理 3 及 (17) 式 即 得 (26) 式 .下 面 来 讨论 Cn, 4) > 1 的 


情形 | 
引 理 4 设 X 为 原 特征 , 则 当 (m, 4) > 1 时 ,有 


Galm) = 0, (27) 
证 ik à = (m, q),m = Àn,q = Ad, 所 以 
7 £ (n, d) = 1 


HTÀi-1, K dlg.d <q. Hik k = dh, + hs A 


Cu) m p3 XChye (ż}- x ; (=) $6), Q8) 


其 中 
$(5) = S xb, Th), (29) 
显然 有 "E 
S()-—S(h), h = Ald). (30) 
我 们 来 证 明 
S(h)-—0 - ` G1) 


Bs 1 性质 9 知 存在 一 个 和 满足 (5) xx. 出 (m; 4) BO: PEE " 


遍历 模 F 的 一 个 完全 剩余 系 时 moh MED 的 一 个 完全 剩余 


s 25 © 


3 Hi n = ICd) 知 , noh: = A602, PERLE (300 式 ,我们 可 得 


q 


1, fu 
X(n)8(h 一 Y, XGudh, + nh) = D, X(dh, + mh) 
h,-ü A70 


g 


—-—1 


= Pdh E = 802. 


Ši =0 


由 此 及 XC) 3e 1 MA GD RA (31) 及 (28) 式 立 即 推出 (27) 
A EE. 
推论 2 对 原 特征 x 总 有 
Gy(m) = y(m)r(X) . G2) 
R. 


$— (m, g) >I, x 为 非 原 特征 时 ,有 下 面 的 引 理 ， 
引 理 5 iR x AIR a 的 非 原 特征 , X1 X18, Cmq) > 
有 EN 
E "m "i q q 
^ fem 2) 2 Te: 2j dC 5) 
ží Ed * E Fi. 
Gm) =; X lae (55) TK), 4* 一 QU. (33) 
* qi 
i disi (nq) 
px yr -Ass qi 由 (7) AE. 
证 由 $1. 和 性 质 11 及 引 理 1 知 
Gy(m) = Xi(q2) C Um) Gr (m) - X* (41) C (m) Gy (m) (34) 
WA -— (m, 4)» m = åns gi = åd, 所 以 (n, d) =], 令 Å =q" 
u + v, 我 们 有 


Gx, (m) = > ZOL (=) sS oe (t) 


和 办 三 I 


4 
—x-1 
q * 


-X (£2) eco EO 


sr 25 9 


对 此 我 们 分 三 种 情形 来 讨论 。 并 注意 到 , 4 一 


,4 
(1) dtg", 因为 dz|91， 2" ai; 所 以 这 时 一 ee 2* < qm 因而 
有 
2 e 5 u) = 0, 
故 由 此 及 (34) 5X, (35) 式 得 
Gx(m) 一 Gx (m) wm (), (36) 


(D dlg", ag". ERU (E. q") > 1， 故 由 引 理 4 知 


e y BU o ma ate 
2;* (we (=) Gx ( a) 0, 
所 以 由 此 及 GHR G5) 式 亦 得 | 
© Gm) = Ga (m) =0, (37) 
(3) 4 = 49*, 这 时 由 5). 32) 及 O) 式 得 
Gx, (m) = Gx*(n) = EL x rG) 


== OEG eva ` 
-— 一 ! LX m al 
$4) Vows L (oo) )» (38 


利用 引 理 2 ,由 《38)、(34) 及 《7) 式 推 得 


Gy)  x* ( x i Gn (12) 


x éGD)e (5 5— ) a. (39) 


4 
| (m, q) 
FERIHA 


一 到 一 


d 
(msq) n D v ML Ur T; 


Fie. 4) 


o VD 


i e 27 。 


A^ 


把 以 上 三 式 代 人 《39) 式 , 即 得 (33) 式 的 第 一 式 。 - 

引 理 证 毕 ， 

从 引 理 3, 4, 5 可 以 看 出 ， 对 于 Gx(m) 的 研究 已 经 完全 归结 
为 对 e(X*) 的 研究 ,其 中 xX 二 > xX*, 

引 理 6 设 X 为 模 4 的 原 特 征 , 则 

I1 一 w a. (40) 
证 -XAAR H (32) RA 
Gx(m) = y Cn)e(QO 

所 以 


Flo = D D XQ; Ie GO 


"- Ca) J[zGO]?, 
但 另 一 方面 击 (1) 可 得 


x IG) = 2 2 "OO, 


x$e (zd. 2) - ae). 


由 以 上 两 式 即 得 (40) X WEHE, 

由 引 理 3 及 引 理 6 易 得 

推论 3 对 任意 的 Xmoda, 我 们 有 

GO] «wv à. 

下 面 的 引 理 7 (参看 [83]) 仅 在 第 十 一 章 S 2 中 被 用 到 . 
E 引 理 了 id x. X; 分 别 为 模 fis 7] 的 原 特 征 ， m0 为 一 整 

数 , 则 有 
F(X,,X,m)— 2, 7G xd Gn ux X) 


NIEEAE! 


jm| | 
e echa" en 


其 中 €1 为 一 绝对 常数 ， cl € 32, 
证 居然 不 妒 假定 m — 0, 设 7 3 = CT r2) 5 pg LT r:l» 


* 28 + 


rim raria ré mm rans, MA (rur) m durum fyrir IR g = kra 


E1313 3 知 ， | 
"01 Xv) z(t Ja (4) TÈZ)» (42) 
rg) x, (2) u (£) T). (43) 

由 以 上 两 式 可 知 , (41) 式 的 和 式 中 不 为 零 的 项 必须 满足 条 件 
(k, ra) e]; Ck) = 1,. (44) 


IHE: Ck» ra) = 1 时 :由 XXX: € XX 及 引 理 1 知 . 
Gx xk (m) ex Gx 1* EM (m) = XXX CiU) Gx m) (45) 
由 (42) 一 (45) KSIBE 6 即 得 


F(X,» x, m) = [X Cr) Xr e rea) | Am 】 TT 


X w* BD ic 
pa PO |C4Cm)]. (46) 


.由 (46) RAREN N = rira) >l 时 恒 有 


F(X,, X3, m) = 0, 
所 以 只 要 考虑 | 


(rs; riri) mm (ns. 4 划一 1 | 
f3 


的 情形 . 首先 , 我 们 来 讨论 Gy x (m). 由 于 ris za 不 一 定 互 素 , 所 
以 不 能 直接 利用 引 理 1 ， 由 特征 的 分 解 知 ,可 设 
Xi = PX X = PX 
Kn x, X; 分 别 为 模 ri. r? 的 原 特征 ， XD, xg 均 为 模 六 的 原 特 
AE. 这样 就 有 
KiK; = XIPXPPXQX, 一 XXX; 
其 中 X, = xx?» 并 不 一 定 是 模 rs 的 原 特 征 , 而 乘积 xu 则 是 模 
ri 的 原 特征 。 由 于 《rs, rin) 一 1. 故 利用 引 理 E (2) 式 得 
Ga x, Um) = Gy (m) e X rir XXX r06x (m) (m). 


e Xo rnx nx) Gu nr). (47 


e 29 9 


er — —X—— (C e b enl 


Bom. "V EM 
QE IZ 


故 进一步 需要 讨论 Grin), d X mod;,«— Xf mod rž, H5 
5,6 可 推 得 


ool oe (Yr 9) 


所 以 当 Crs, rar = 1f, » (47), (48) 式 得 到 
A rara r2 rs Vraf Cmar) TN 
GS Gal) py AUD emi) 


| PEL i fen) r4) II -1y II (i i T 


Prin) ry — pi, 
(m, f) 
r ERN (m, ra) r2) Ip 
PX r3 I be 
"| c3 Gol 7 
x IL (1-2). (49) 
gli) P 


最 后 ,我 们 来 讨论 (46) 右边 的 和 式 : 由 【47) ARM (ms rira) 
= (m, r/r) > 1 时 恒 有 
F(X,, Xj, m) = 0, 
所 以 我 们 只 要 考虑 (m, rr3) 二 的 情形 ， 这 时 由 引 理 2 知 


2D EO cn) = TT (a + 16€) 


uuu Te x o 
-H (i+ Fee 
> H (i+ J TE 一 yy pin H (+ =n (50) 


综合 以 上 的 讨论 ,由 (46), (47), (49) 及 (50) ee 
结论 : 
D {r H) >1, a| 2) =0, (m, 25] 2 1 三 个 
O S (r i) mra) = 0, (m 2) > 1 三 个 条 件 中 
只 要 有 一 个 成 立时 ,就 一 定 有 
^30 * 


Vm rr eV Á——— 


^ aas 


F(X,, X;, m) — 0. (51) 
s (p jr d eei (os) tma 
8 ; 
FQ, Xs m) < -i Je E II (iy 
tnr 


" Des uS Pr 
用 粗略 的 估计 。 可 以 算出 上 式 右边 m/é(m) 前 的 系数 不 会 超过 
32。 这 就 证 明了 我 们 的 引 理 ， 
对 于 引 理 7 需要 指出 的 一 点 是 , 当 模 non 中 有 一 个 或 全 都 等 
于 1 时 , 引 理 仍然 成 立 ，( 参 看 $1 附注)， 


”31。 


(52). 


VES apat] a 
z 


第 二 章 KEMASA 


本 章 主要 是 讨论 下 列 三 种 型 式 的 特征 和 估计 : 


MAN 


p2 X(n), X2 X (1) 
二 | 六 » uxo (2) ` 
以 及 | 
g * MIEN 2 | 
220 c zo spart, v n 


其 中 求 和 号 $0" 表示 对 模 4 的 所 有 原 特征 求 和 ，(1) 式 是 最 简单 


的 特征 和 估计 , (2) 式 是 对 一 个 模 & 的 经 典 的 特征 和 估计 , 而 (3) 
式 是 所 谓 大 第 法 型 的 特征 和 合计 ， 它 首先 是 由 Bombierite 所 引进 
的 ,为 了 估计 这 一 类 新 的 特征 和 ,就 需要 利用 大 筛 法 一 “这 是 本 章 
$ 3 的 内 容 。 本 章 还 要 讨论 相应 于 (2)、(3) 式 的 一 些 混合 型 的 特 
征 和 均值 估计 。 本 章 的 内 容 在 本 书 大 多 数 章节 中 都 要 用 到 ，, 是 十 
分 重要 的 . 


$1. 最 简单 的 特征 和 估计 


设 X 为 模 4 的 非 主 特征 ， 由 特征 的 性 质 立 即 推出 ， s HEUS 
M, N 有 估计 式 


« 


5S x 
成 立 ， 但 这 结果 是 十 分 粗糙 的 ,进一步 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 X 为 模 4 的 非 主 特征 ， 则 对 任意 的 整数 M 及 N 
之 1, 有 


r 32% 


MEN 


M) x») 


< 24/ 4 log4. (4) 
#s=M+1 


证 显然 无 妨 一 般 , 可 设 N — 4. 首先 讨论 为 原 特 征 的 人 情 
JE. 由 第 一 章 〈32) 及 (40) m 


nh 
pes x pre Px. (2 2, 
以 及 
M+N 4 MAN sh 
X T: yC(h el-—- 
ea ig Va 2;x po - 
1 xvf. zh 
<È (sin 2) 
A 
< g es ( a q 3 . (5) 
HT : 
S1 r 
" gh. (i<), 
Fri, 34 4 29m EN. 
49-1 
MEN Ra E 
2; XG)| «Va 2154 (6) 
tn-Mal h-1 T 
当 4 为 偶数 时 ， 
MAN $-! 
X < log RT : 7 
24 (e VE 9) 
利用 不 等 式 
logge 0l, 421, 
Š 2h 1 
可 得 - 
二 << logg， 4 为 奇数 ; 
àci A 
g-i | l 
S Ladwe(qq—1)«lgq—-. 4 为 偶数 . 
k=} Å 4 


+. 33s 


把 以 上 二 式 分 别 代入 (6) 和 CO 式 ,就 得 
<Va logg, YX 为 原 特征 。 (8) 


2i X(n) 
现在 来 讨论 X 为 非 主 非 原 特征 的 情形 。 MEX, Xx#*， 由 第 一 音 
$ 1 性质 11 知 ， 


X,n) = X$*(n)X$ (n). 
其 中 p= qlla 4 Haa (7) e, 所 以 


M+N 


2) Xa) = py HOLS P X*(9) 9] ua) 


$-M:i1 #=M+ dl(w, 9.} 
(5. | 


SEOD Dn) 


由 此 及 (D 式 就 得 
| < V7 10ga" 22 nC 


414, 


«2n q" log 4*. (9) 
Hh nlad) Rp BARIRIBS SR EN TRUE. 24 (42 2 2 RI. WA 
x 


所 以 


qi;28 2 X 3 X 55627 > 6 X 21-5, 


pou. sno. 
由 此 及 (9) 式 就 得 ， 当 YX 为 非 主 非 原 特征 时 《4) 式 成 立 ， 定 理 证 
E. 


$2. 经 典 的 特征 和 均值 估计 
定理 2 设 z,。 为 任意 复数 , 则 对 任意 的 整数 对 及 克之 1 我 
们 有 
393 a,X(n) 


n=M+1 


<el) ü "E [LL al p )3 lanl? C10) 


s=M+1 
(»,4171 


. 34 ， 


PEEL 


证 先 假定 N «4. 我 们 有 


M+N MEN 


Xj M exe|- M» M oe 21xooxoo 
= Cq) p PAD (11) 
Cnr ey 
这 就 证 明了 当 NN S 4 时 定理 成 立 , 当 NN L4 时 ,我 们 可 把 特征 和 
2, as X(n) 


分 为 1 + [Se] 个 长 度 不 超过 4 的 特征 和 之 和 ,再 利用 Schwarz 


不 等 式 , 从 (11) 式 立 即 推 得 (10) A, 证 毕 ， 

在 进一步 讨论 经 典 的 混合 型 (连续 的 和 询 散 的 ) 特 征 和 均值 估 
计 之 前 , 我 们 要 证 明 二 个 属于 Gallagher?! 的 引 理 , 出 于 有 了 这 两 
个 引 理 ， 使 得 混合 型 均值 估计 和 大 筛 法 有 了 一 个 十 分 简单 和 五 妙 
的 形式 与 证 明 ， 首 先 ,我 们 引进 生 位 组 的 定义 . 

定义 1 设 ? 是 任 一 大 于 零 的 正 数 ， 若 实数 列 xi 人 0 xi 4) 
满足 条 件 

Xo 之 A K aa E teo min (xa 77x) 258, (12) 


则 称 数列 x,(0 «i 4D 是 一 个 5 FERR. 
引 理 1 设 1(x) 为 区 间 lro r] CORRER PIPRER EX, SX 
列 x; 3 «d 分科 是 一 个 85 佳 位 组 , 则 有 


> GOD « z. 1GO ds 


(fere rora] an 


io . 
g(x) = 1 | Edad, 0Osisk—l1l, 
— Xj 4*u , 
其 中 
ED 一 人 xe 07^ o«ixg-1 
(au Xu. 


“35， 


E 


d 
E 


这 样 就 有 
[Aseo CHfGD Yde m e CO OF 


Yt 


E y H 1) PE, Gods 


Xip Yi 


= Kend T METÀ UP opes 
BT gG) «Eua nm s, MERR 
Ien) P < o [7 io us + 2 V nro Lf G2 Las. 
B m ; 求 和 ,并 利用 Schwarz 不 等 式 就 推 得 
p» lf I «on reo itis + 2 I rn Hr GO ex 


« a= f” NOIL 


; ex (ft opa) (f Oa), 


这 就 是 (13) 式 ,证 毕 . 

这 引 理 给 出 了 用 函数 本 身 及 其 导数 的 积分 来 估计 离散 和 的 一 
种 方法 ,也 是 大 得法 的 基础 . | 

SUR2 设 Z 为 一 可 数 的 实数 集合 ，“(o) 为 实 变量 。 的 复 


TAR, HWER H P 
> [el | < +, 
Bi à 
SG) = | c(a)eCor), (14) 
则 有 


MEOS «cel? MICOLS T0, (15) 


其 中 
Crtx)= >, c(a), 


3e 


证 令 
0， Ix] > i 
Fr(lx) 一 A (16) 
PA | E S E a= iT. 
则 有 


OT ET p2 aO. 


Cr(tx) 的 Fourier 变换 为 1 
ED 一 wu Cix)e(xt)dx 


mm ET: 2 KOJN Fj,(x — a)e(xt)dx 


- d; EDO D, Frede 


一 ET: SO FAD, (17) 
其 中 £10) 为 Fele) 的 Fourier. 变换 ,由 《16) 式 可 求 得 


Ti 
EY 


TE 
一 一 一 


2T 


(一 


3 


所 以 当 [6] T NUR 
I$] 2 —. (8) 
应 用 熟知 的 Fourier 变换 理论 的 Plancherel m 并 利用 a7), 
(18) 式 可 推 得 
| 101E) ax = (7 1E as 
COLLO 
1) 不 难 验证 , 积分 [. Cr x)e(xt)dx 绝对 收 伍 ,以 及 (17) 中 的 积分 号 与 求 积 号 是 


可 以 交换 的 . 
» 37 >» 


> sé) ld 


1 
> LL ISG); tdt, 


HERI (15) 式 ,证 毕 . 

引 理 2 使 得 形 如 (14) 式 的 广义 三 角 和 的 模 的 平方 积分 可 以 利 
用 它 的 系数 来 估计 , 这 是 汇合 型 均值 估计 的 基础 。 把 定理 2 与 这 
2 个 引 理 结合 起 来 ， 就 可 证 明 关 于 经 典 的 汤 合 型 特征 和 均值 估计 

的 三 个 定理 
RARR Dirichiet 级 数 
H(s,X) 一 »3 a, X(n)n^', (19) 

其 中 MD 及 六 > 1 为 整数 ,，X 为 模 9 BE c-r K 
难看 出 , 它 是 形 如 (14) 式 的 广义 三 角 和 ,只 要 取 


& = — > logs, cla) = a,X(n)n", 
M -FisznszM-r-N, 
定理 3 Ux HG, X) 由 《19) 式 给 而 , 则 对 任意 的 了 之 1 有 
全 3) IHG, Wha « 2 SP (er n)a, Pa, (0 


6ETM-I 


证 Xp HG, X) 应 用 引 理 2 得 


pe 7 


bI a X(n)n^* 


at elur 


1 
dX, 


Ü [HG , 20 [ds < emp 


其 中 =e 节 ， 上 式 二 边 对 X 求 和 , 并 交换 积分 号 与 求 和 号 ,应 用 
定理 2 可 得 


—1zrX 


Ae 


> a,X(n)n^7* PT 


AC I e 2n* 


E nce Opa < en) x 
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jenier 
; dui pla) (1+2 SELL M S lan [^n -adx。 
lemer 
(»,4)—1 


把 上 式 右 边 的 积分 号 与 求 和 号 交换 即 得 
Xf inc nba «or $0. Supe 


{r.9)=1 


x | [eH Ci) jdr 
cr legz 


5n 


dai 
(7 E: 


«2D MD D )3 Ea m d es ity a, 45-2. 
o ME 


由 此 式 并 利用 
T(A—a7)«1, (TI) 
即 得 (20) 式 , 证 毕 。 
”附注 若 Q0) 式 右 边 的 级 数 当 六 一 十 oo 时 收敛 ， 则 定理 当 N =+ co 
时 亦 成 立 ; 其 次 ,定理 当 9 一 上 时 (20) ER 


I 2 auf d dt < 2g + on) |e,[277, (20°) 


定理 3 ”证明 的 是 连续 的 情形 ,下 面 来 讨论 离散 的 情形 ,首先 
证 明 一 个 较为 简单 的 定理 
定理 4 IHC, X) 由 (19) 式 给 出 ， 了 1， 再 设 对 模 4 的 
每 一 个 特征 X, 给 定 一 串 点 
s; = SF» X) = oo + iij, X) - o0, + if, 
—Txnectns« eT Q1) 
其 中 为 一 实 常数 ,J(X) 为 一 正 整 数 , 且 对 每 一 固定 的 X， 数 列 
(j,X),0 « j« JOO 为 一 8 佳 位 组 这样 我们 有 


2. > HC, D P K ion (1 十 87) 


x X, (qT-5)(log?22)|la,|?n7^, (22) 


"n-MI 
( 


. 39 >» 


证 在 引 理 1 中 取 KO 为 Hiet din), HAARA 
2|s5| S Jaj? + j)? 可 得 


JOO 


2; Go DP eet HG + i X) [dt 
2 (E ince i has) 
x (V. [E (o, -t- if; yan) 
< (Ha) 人 IHCa, + it, X) [ds 


+ fure ns O fae, 
另 一 方面 对 函数 Hlo 十 ii, X) RH Co t it, 她 分别 应 用 定理 
3 可 得 
2 f | HGo, + it, X)| ht « 5 5 (aT 十 四 | lm- - 
X -T 


=M+1 
in :14)=1 


3 V Gs it, X) pa 


«0 S1. : 
« 4 (qT 十 n)log!an|a, Pr, 
q 5-—M41 . 
(1,4)—1 


-不 难看 出 ,综合 以 上 三 式 即 得 (22) 5X LER, 
上 述 定 理 所 孝 虑 的 点 列 sC}, X) 都 位 于 同一 直线 Re: = o, E, 
现在 来 讨论 一 般 的 情形 . 
定理 3 设 H(s,X) 由 (19) 式 给 出 ，7Y 之 1， 再 设 对 模 4 的 
每 一 个 特征 ,给 定 一 素 点 E 
s; = sj, X) — o, X) + itj, X) m 0; + it 
LSG, 0sjis« JO); 
TUZA ST, |. (23) 
其 中 4 为 小 于 1 的 常数 ，J(%) 为 一 正 整 数 , 且 对 每 一 个 固定 的 X, 
ax UP x); 0 x f < J(X) 为 


«40 e 


—8 佳 位 组 ,这 样 ,我 们 有 
JO 
2j 2c 1HG;, X)|? « 360 (1 + 870 


MEN 


x > (gT + n)log?2n | a, |?n?^, (24) 


H—M-1 
(5.4271 


其 中 8 为 任意 小 的 正 数 , 1 — A — 8, 
证 ”由 于 这 里 的 oG, X) 不 是 固定 的 ， 所 以 不 能 直接 应 用 引 
理 1, 但 由 复 变 函数 论 的 Cauchy AAW, 对 固定 的 :一 5 d it, 
scG 扫 1 有 
H?(s, X) = -f Me D y 


2x«i JL w d ip— s 
其 中 积分 环 路 工 为 由 四 个 顶点 
A—scis, ld scis 
所 构成 的 矩形 ,这 里 e 为 一 任意 小 的 正 数 . 由 此 即 得 
PG 201 < S | imo + is 201 lawl, 


因而 有 
J) E JR 
DS Horsf 5 2j iio + in Ohlaw| 
Y jimi i 


=f 3 at iG 1). OF lawl. Q5) 


对 固定 的 w — u 十 jp, 每 一 个 数列 "十 y 0s i JOO 亦 都 是 
一 个 5 佳 位 组 ， 且 当 weEL BUBA—ssuxl-cet. 所 以 对 
(25) 式 右 边 的 被 积 范 数 可 应 用 定理 4 来 估计 ,并 得 


2; > IH + iC» + 2,20 o (1 十 871) 


imj 


M+N 


x b (aT + n)log?2n | a, ln?* 
s=M+1 
(#9)= 1 
9 4i D n 


$ at >, (T +n) 


X log227 |a, a, €L, 


由 此 及 《25) 式 即 得 (24) 式 , 证 毕 . 

定理 3 的 附注 对 定理 4 及 定理 5 同样 适用 。 在 本 书 中 并 不 需 
要 应 用 定理 5. 

$3. X W 法 

大 馈 法 是 近代 解析 数论 的 一 个 重要 的 基本 工具 ， 大 秘法 首先 
是 由 苏联 数学 家 IO. B. Jham” 为 了 研究 模 # 的 正 的 最 小 二 次 
JERR, dE 1941 年 提出 来 的 ， 从 1947 年 开始 , A. Rényi! Ro 
发 表 了 一 系列 的 文章 对 大 得 法 作 了 进一步 的 重要 推广 和 发 展 。 并 
应 用 大 秘法 得 到 了 每 一 个 充分 大 的 偶数 一 定 可 以 表 为 一 个 素数 和 
一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 “个 的 至 素数 之 和 这 一 著名 的 结果 .以 后 ， 
许多 数学 工作 者 (可 参看 [3], 但 不 完全 ) 都 进一步 研究 了 Mm 
的 大 第 法 ,并 得 到 了 它 的 许多 重要 应 用 。 19652, K. F. Rodi! 
和 E. Bombie! 先后 对 大 第 法 作出 了 重要 的 贡献 ， 特 别 是 Bom- 
bieri 的 工作 , 把 大 第 法 建立 在 一 个 更 合适 的 形式 之 上 ， 因 而 使 得 
大 第 法 有 可 能 十 分 成 功 地 应 用 于 解析 数论 ， 并 很 好 地 改进 了 一 系 
” 列 经 典 解 析 数 论 间 题 的 结果 . 《在 本 章 及 第 三 ,四 、 八 , 九 、 十 ,十 一 
章 都 可 以 看 到 这 种 应 用 ). 后 来 ，H. Davenport 和 H. Halbers- 
tam! 以 及 P. X. Gallagher?! 又 进一步 完善 和 简化 了 大 第 法 的 
形式 和 证 明 。 这 也 就 是 本 节 所 要 讨论 的 内 容 . 

iba, M1 nM ENOUERBBIUE 


MEN 


Slx) 一 5 a,e(nx) (26) 


BiEx.0m r1, 0«i«k2N—85BtBrA. KEMENA 
和 式 
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k 


DARED (27) 


i1 


的 上 界 估计 (现下 面 定理 6). 显然 ,大 第 法 应 该 是 得 法 的 -一 种 , 它 
的 名 称 也 应 该 是 相对 于 小 得 法 《 即 通常 所 说 的 筛 法 , 见 第 七 章 ) 来 
说 的 。 但 从 表面 上 看 来 , AHIRNA O) 的 上 界 和 筛 法 没有 有 明显 的 
联系 。 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 将 简单 地 回顾 一 下 大 血 法 的 发 展 过 
ey | 

首先 , 我 们 简单 地 来 说 一 下 什么 是 得 法 。 设 .ez 是 一 个 由 有 
限 多 个 整数 所 组 成 的 集合 , X2. 8 是 一 个 由 有 限 个 不 同 的 案 
数 plp < 委 X) 所 组 成 的 集合 。 再 设 对 每 一 个 素数 peP, RE 
EE e BJ ACp) 个 不 同 的 剩余 类 : 

,19 hA, is -ta Bp, ACp). 
在 集合 .er rhBXIBDAH geiR FERRA 7: 
nep), DI«j«AQ). pe 

fx HESSE T OE cer 的 子 集合 记 作 or, PUETA Z. 
这 就 是 秘法 。 MERMA 3S E E ZB) EA PA. 
我 们 按照 所 有 的 4(p) 是 “大 ?还 是 小”( 在 基 种 平均 意义 上 ) ,就 称 
对 应 的 旬 法 为 大 得 法 或 小 算法. 例如 取 4(p) = 1, p= 0, 这 
就 是 我 们 将 在 第 七 章 中 加 以 研究 的 小 第 法 (通常 亦 简称 为 第 法 )， 

JInHHHK 首先 考虑 了 这 样 的 问题 ; SR ro 是 由 整数 M ++, 
M 十 2，…，M 十 NN 这 样 NN 个 相 邻 整数 组 成 , 取 X 一 Ni, 而 多 
是 由 | 

| 2 pp nm oco RN, 

这 ?> 个 不 同 的 素数 组 成 。 设 


BWE 
0ail. 
JIaHHrK52 证 明了 对 Z 有 估计 ? 
1) 这 黑 及 以 下 的 《常数 莉 是 可 计算 的 绝对 常数 ,但 我 们 将 不 去 计算 它们 ， 


e 43 « 


mE T 


Z« m (28) 
成 立 。 由 于 这 里 的 (0 Ap 所 以 是 “大 ”的 , 因而 Jm 把 
他 的 方法 叫做 大 筛 法 . 
这 一 结果 还 可 以 用 下 面 的 等 价 形式 来 表述 : 设 M 十 1 万 
由 之 和 2 过 -之 nz 把 MM 十 NN 是 任意 选 定 的 Z 个 整数 ,4Cp) 为 一 
正信 立 数 , 4(p) — p, 


4 一 min ACp) 

PRYN P 
则 在 所 有 的 素数 pe YN 中 至 多 除了 

N I 
« n7] (29) 

个 例外 素数 外 , 对 其 它 每 一 个 察 数 p AN , 整数 mms nz 
一 定 分 落 在 不 少 于 p 一 +(p) EP 的 不 同 的 剩余 类 中 .， 这 一 结 
果 具 有 极 强 的 普遍 性 , 因为 它 表 明了 , 在 任意 NN 个 相 邻 整数 中 ,不 
管 我 们 如 何 任意 地 选取 工 个 整数 ,在 某 种 意义 上 ,对 于 所 有 的 素数 
PEN 来 说 (除去 少数 例外 外 ) 这 Z 个 整数 一 定 是 “很 均匀 地 ?分 
布 在 模 ? 的 剩余 类 中 ， 

Rényi 注意 到 了 这 一 点 ， 并 把 这 一 结果 进一步 精确 化 。 他 考 
虑 了 下 面 的 和 式 ? 


Meo. c (0) 
Ft 
其 中 
D()- DZD j ZED 2, GD 
T DEA) 
v d 


f aes,l«i«Z 
a. = 


o, 其 它 S 


1) XX E, Rényi 考 目 了 更 一 般 的 且 是 加 权 的 形式 ;大 大 [100], 


+. 44 u 


O BA, MA (30) EAR m m, -nz 这 Z 个 整数 在 所 有 模 p(p E 
P) 的 所 有 的 剩余 类 中 分 布 状况 的 一 种 度量 ，Rényi9 先是 利用 
Jlumuuk 的 方法 证 明了 当 


X « N?^Z-VM ga nw 
时 ,有 
DPDC) « Z'VN'^| gn]. (33) 
i PEF = 
特别 地 , 若 取 SP AANA p< 和 则 当 
X e N57 一 5 
”时 有 
JO pDlp) « Za22NWXIA。 (33) 
P«X 
后 来 ,他 改进 了 这 一 结果 ,证 明了 ?”" 
DeD) « Z(N + X»), (34) 
P«X . 
FERH, SAFER X — N” READ. 
2 PD) « ee (34) 


这 样 。Rényi 就 把 大 第 法 归结 为 对 和 式 (30) 的 上 界 估 计 。 1965 
^E, Roth?" 和 Bombierit?) 分 别 证 明了 


D(p) < ZN, | 
DO is (35) 
及 


就 大 筛 法 结果 本 身 来 说 ，Bomhbieri 和 Roth 的 页 献 在 实质 上 是 一 


样 的 ,但 _ Bombieri 注意 到 了 下 面 的 简单 而 又 重要 的 关系 式 : 
P—1 1 
poc) ~ Dls (E) 


(37) 
1) 这 里 我 们 将 不 对 所 得 的 结果 (28), (29) 及 《33) 一 (36) 式 之 间 的 关系 进行 讨论 ， 
WX [37,IV, $10] 及 [108]. 


-455% 


en y m RIT 


Ti 


其 中 SCx) 由 Q6 式 所 确定 ,而 ae 则 由 (32) 式 所 给 出 
现在 我 们 来 证 明 一 个 比 (37) 式 更 一 般 的 关系 式 
引 开 3 Za, MHIS SMAN ATREA S) 由 
《26) 式 所 确定 ， 再 设 


Anne bum z- $a (38) 
则 有 d 
SO- ilg Led o 


4-1] 


十 RUD IG) 为 一 实 变量 的 复 函数 。9 为 一 正 整数 , 设 
(Fo -Mi(f. s5o-MiD 


则 有 
FE(9) = X, F'(4), | (40) 
dig 
及 
J 4 
F*(4) 2i«or(£) (41) 


成 立 ， 现 取 j(*) = SCs)e( 一 bm) 容易 直接 证 明 这 时 有 

FG = Ds (2)e(—hs)— 24 (42) 
及 
(43) 


E Ee el 
Dro- X (F). 
由 (41)、(42) 式 推 得 
; 4.. s^ 2G iz (3. 
FG) 7 3 or, (f) D 6D az (5,5) 
由 此 及 (43) 式 即 得 (39) 式 , 引 理 证 毕 ， 


在 (39) 式 中 取 了 一 p， 即 得 (37) 式 Bombieri 正 是 从 估计 如 
下 的 和 式 ( 邮 下面 定理 7 ) 


«46 


(44) 
4«0 a= 
来 推出 估计 式 (36) 的 。 这 样 。Bombieri 就 把 大 外 法 归结 为 对 和 式 
(44) 的 上 界 估计 。 而 和 式 〈44) 显然 是 和 式 Q7) 的 一 个 特殊 形 
x. (RER der. zo = 0, tqa m Ea qugl, 
a< Q). 从 以 上 的 简单 说 明 , 我 们 就 可 以 知道 , HAEA 
归结 为 对 于 和 式 (27) 的 上 界 估计. 


现在 我 们 来 证 明 大 秘法 的 二 个 定理 . 
定理 6 En. 0sx-l.0«is.29— 8 EEBLAA, WI 


k ， HAN 
24 [SCc P s (87 十 2xN) 2j I2. [*. (45) 


Hh SC) 由 (26) 给 出 
证 首先 来 证 明 一 个 特殊 情形 . 设 bas — NI Sa < Nis 为 任 
意 复 数 ， 
SG) -— S ben) 


nw —N| 


在 引 理 1 pR G) 一 51Cx)， 并 利用 
fisco Pa ~ 5 DI 
j 15; GO [dx wa 2 | 2255, |? < 4x2N1 > TA 
RBP 


2: DEDIT n | Slr) |!dx 
+ (fiso ra) (Giso ar) 


" Ni, 
« (ai--4xN) Y, linl’. (46) 


fizi—Ni 


为 了 证 明 (45) RRIHEN 分 为 奇数 和 偶数 两 种 情形 来 讨论 ， 
| UE 


PD Serulgen.o" TEE 
^S Mrs zbiesv.. LIN 
MISES S is 


JACI. CE 
和 
EQUES 


(1) NN 为 奇数 .我 们 有 


E-1 


2 
SO 之 a4! uiu ((x 一 十 nj) 


sm- ND, : 


—e((M +1 + 8— so, 
其 中 
sl 
S(x) = > cweln x), cy 一 NES S PEN 
va- ND. 2 a 
这 样 我 们 就 有 
k k 
DIG) P = $, 1sSG2I^ 
由 此 及 (46) 式 推 得 (45) 式 ， 


(2) N 为 偶数 ， 我 们 有 
S(x) == e ((w 十 1 十 X) z) S), 
其 中 


全 一: 
$a) = 之 tre 人 zt)。 d, 一 f up eer 


vml 


这 样 我 们 就 有 
PLO » 15x) 2. 


同样 ,由 此 及 (46) 式 亦 推 得 (45) 式 ， 定 理 证 毕 . 
定理 7 设 9 > 1, 则 有 
 AZÍSG) 
 RubsQO 由 (26) 式 给 出 . 
证 ”在 定理 5 取 数 列 x; 79088 xo 一 0, 及 所 有 的 分 数 


PL l&a&q, (a, q) =l, lg 
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MIN : 
«(Qc 2N) Y, Jal’ 
. *-Ml1 


(47) 


所 组 成 。 显 然 这 些 数 都 两 两 不 同 , 且 满 足 
0 一 <1 


由 于 对 任意 两 个 不 同 的 Ls LU 


AK 


beg 2l2l 

Qo p 
所 以 所 取 的 数列 为 一 佳 位 组 ， à 2E 这 样 由 定理 6 直接 推出 
(47) R UEH, 


$4. 新 的 特征 和 均值 估计 


在 $2 中 , 我 们 所 讨论 的 仅 是 对 一 个 固定 的 模 4 的 所 有 特征 
的 均值 估计 。 利用 大 筛 法 就 可 以 对 所 有 的 模 aC < 9) 的 所 有 的 . 
特征 来 讨论 ,并 得 到 一 类 新 的 均值 估计 . 
定理 8 设 9 > 1，z。 为 任意 复数 , 则 有 


| S; la.l?. (48) 
12 中 (9) LP s=M+i s=zM+1 


证 由 第 一 章 (32) 及 (40) 式 知 , 对 模 4 的 原 特征 x 有 
DXG) = D Ge (22), 
及 


Ir ua 

由 以 上 二 式 及 定理 2 可 得 
ES r MN : X " 

$a) 2 2: e| 


n-—MTl 


-5X 


$(4) 


NEU. " 2 
e ) 2; Pn ary )X (n) 


* 23507 (= Be)" 


miM a1 


« 49 ;, 


i 
eA 


= PEE PROE | 
< DED x» - 2:0 
其 中 
Q- 5 «0. 
由 此 及 定理 7 即 得 (48) X uA, 


附注 ”如果 我 们 直接 用 定理 2 的 结果 来 估计 (48) 式 左 边 的 内 层 和 、 然 
后 对 4 相 加 ,这 样 所 得 到 的 估计 将 是 


4 " MIN m E 
2: 史 (9) 2 Po JC ) < (2 + on) $ | sl 


如 要 用 站 + ON 2E (48) 式 右 边 的 Q' + 2zN, Fo TERN 
越 之 所 在 。 


推论 1 HOIB2,1cD-«9,Hd 


1 » MEN 2 N MAN 
Zi pry 4 ^ 
PORE e «(o-- 5) 21 la j 


(49) 

证 BRERA A AER 2D < 0 SRD, ARAKI 
数 分 法 及 定理 8 ,我 们 有 

1 > 


P 中 (9) 


bx a, X(n) J 


590 -M-1 

k-1 " MAN " 
< >? ES bo b» a, X(n) 

i-0 ipcqeitlp plq) Lu $—MTLI 

Dl EIE i 
< 一 一 一 a,X(n) 

f=0 2D qetip pla) ^ M+ 

e MAN 
< D) (YDP 十 2zN) D, la 

im-0 2 D fXM-ÀR 
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«(o N x) 六 $ op, 
当 系数 a, 满足 一 定 条 件 时 ,我 们 有 下 述 更 一 般 的 结果 . 
EMI Oll a 为 任意 复数 且 满 足 条 件 : 当 ” 有 不 大 
于 2 的 素 因子 时 必 有 a= 0, 则 有 
2, 


1 
aco $F) 5, 


MAIN 


«QD Y ax 


-Mt1 


MN 


«&(Q 2N) 2, lel. (50) 


证 “利用 c OO 的 定义 及 a, 的 性 质 , 当 g < 9 时 ,我 们 有 
«GO 2j a= 2, a0) 2300 (2). 


= Y ax) D zhe (^! ^) 


m MEL 
n,43)-71 


~ MO P m (5 = 六 pos 人 D 
所 以 


E M+N 3 a, 下 1 
Xie 3, xe - «o 2715) 
由 此 及 定理 7 即 得 (50) 式 ,证 毕 ， 
和 定理 8 一 样 , 对 定理 9 亦 可 有 类 似 于 (49) 式 的 推论 . 
定理 10 在 定理 9 的 条 件 下 ,我 们 有 
2 2 Dos aXG)| < (Q+ 28). 3 Jani? 
(51) 


在 证 明定 理 10 之 前 ,需要 先 证 明 一 个 引 理 。 
引 理 4 Zd 为 正 整数 , * 1. 我 们 有 
. 5i» 


gm) uo 
zm log ([x] 十 1). (52) 


5 bm) pm) .. b3$3 um) 
=k 


CR) un) 

kia PCR) EA pha) 
< d e) 
v2) Tei 9n) 


但 另 一 方面 ， 
um) £m) dh dus 
Pro dap? a "OE Se ) 
> > E ue ieia aed): 


由 以 上 二 式 即 得 (52), 证 毕 . 
定理 10 的 证 明 — XQ X2. Bic. 的 性 质 知 ,对 所 有 的 X。， 


4&0, A 
> a X, (n) = > a Ktk, 
再 利用 


Za 7 X4* Xs 


及 第 一 dai 6, pud 
*—— 之 r(y) 2 asXCo)| 


4«Q 2 


"ez Grex) P: AnKa *(n)| 
T 


M+N i 
>. a X, (n) 


5TMTI 


4«Q PES atig X,* 


wv ut» 


4«0 x5 gig x 


ea 


7 
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TV RA 


X, TN 
中 (9) 


` a Xn) " 


"-Md4I 


x 


而 利用 引 理 4 可 得 


一 q" pr) > log 
$(q*) éon e) x" 


rg j=l 


由 区 上 两 式 及 定理 9 见得 (51) 式 , 证 毕 . 
如 同 把 定理 2 和 引 理 2 ， 引 理 1 结合 起 来 得 到 混合 型 的 特征 


和 均值 信 计 定理 3、4、5 一 样 ,我 们 把 定理 8. 定理 10 分 别 和 引 理 


2, 9|BE 1 结合 起 来 , 就 可 相应 地 得 到 一 一 类 新 的 混合 型 的 特征 和 均 
值 佑 计 . 由 于 这 些 结果 的 证 明 过 程 和 定理 3.4.5 完全 一 样 :只 不 


过 是 要 在 证 明 中 用 定理 8 或 定理 10 来 代替 定理 2. 所 以 我 们 下 面 


将 只 是 列 出 几 个 以 后 有 用 的 定理 且 不 加 证 明 . DATES HG, X) Æ 
由 (19) 式 所 确定 的 . 
-定理 1 i021, pen AUR 


| 4<D "5E 


D |? de 


« S (OT +n) Jer (53) E 


定理 12 设 9 之 1， 则 在 定理 4 — 《这 时 点 列 
ENMARO dile EER 出 的 ) ,我 们 有 


TE AIL 


««9 xD 2 
Ff 33 -e 


M+N 


« (8! 十 1) S (OT +n) com (54) 


定理 13 021, T 21, WMH a, 满足 定理 9 的 条 件 时 ， 
我 们 有 
| Slog 2 » 1 HG , X) [a 
TT aco 4 y 
MAN - zi 
« > (mes) G5) 


定理 14 设 0 实 1, a, 满足 定理 3 的 条 件 ， 则 在 定理 4 的 符 
号 和 条 件 下 《这 时 点 列 是 对 所 有 模 g< O 的 每 一 个 原 特征 分 别 给 
出 的 ) ,我 们 有 

JOD 
S log € NI » |H Cs; X)|? 
<< 7 im 


MN 


«Ge» Si rre isa, Go 


r=M+1 


相应 于 定理 5 的 结果 由 于 以 后 不 需要 ,所 以 就 不 号 出 来 了 。 
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第 三 章 KASLARI EAR 


大 家 知道 ,研究 下 面 形式 的 “ 函数 的 中 值 公式 


Finde e. 
I ER RZRS L ARHI REAA | 
b» |: L (+ T if, x)| a « aT log^^* (2T), (2) 


在 解析 数论 的 许多 著名 问题 中 都 有 极 重要 的 意义 ， 其 中 天 为 正 整 
数 ,ci(k) :ck) 为 仅 依赖 于 下 的 常数 ，1918 年 Hardy-LittlewoodA*l 
首先 得 到 了 著名 的 渐 近 公式 

| | (4 4 2" Sa baT, 

后 来 Inghamp5 证 明了 

oe fa iren. 

CA EBUz5 RREIZSSII119]). Jam 首先 证 明了 估计 式 (228 
ko 1 成 立 ， 利 用 较为 复杂 的 工 函 数 的 渐 近 函数 方程 可 以 证 明 (2)》 
XM R2 FRU, 本 章 的 主要 目的 是 要 给 出 当 丰 一 2 时 


估计 式 (1) 及 (2) 的 一 个 简化 证 明 , 这 个 证 明 是 由 RamachandraP€-07 
提出 来 的 。 cR RIMGEHGHIXAS (1) 及 (2) 是 否 成 立 , 是 一 个 没有 


.解决 的 问题 , 这 个 问题 的 解决 对 解析 数论 的 贡献 将 是 很 大 的 ， 我 


们 还 将 证 明 家 应 于 (1) 及 (2) 式 的 离散 形式 的 中 全 公式 ， 第 四 章 
中 将 应 用 这 些 结果 ， 本 章 最 后 要 证 明 一 个 最 简单 的 工 函 数 的 另 一 


”种 形式 的 中 值 公式 ,这 个 结果 将 在 第 五 章 中 被 用 到 . 


$1. 一 些 引 理 
引 理 工 i$ foo NAE la, b] 上 的 连续 可 微 函 数 ， is en 


OE 


^m mom nomm -一 Huo IR RS HM c os T MH I0 nm A PIRA HT eo ia mm mI m m mm nn i 


<) 为 任意 复数 ,并 令 
Gl) 一 P$ Gp, ^ 


a< yR 
风 | 
2) «e = G8) 一 | Gl ax — 


a cn 


证 由 Sticltjjes 积分 知 ? 
POR E KGE) = CORE) — | ecor coss 


acne 


证 毕 . 
引 理 2 设 * 2, * > 0 AER, da) 为 除数 函数 , 则 
5 2o) «Cip x)*, (4) 
l&n«x 
D Ca)  sClog zz 8 (5) 


«ne x 
证 EOAR. Hr AARRE. rm 0 时 《4) 式 显 然 成 立 . 
设 > kN CO 式 成 立 ; 则 当 + 一 克 十 工时 有 

S aD. d'(2) y^ 1 d*(n) 
2 n E21) 5 2. P E nC 

4 n = mis, d(1m2) « da 及 归纳 假设 得 

Eti. tm k 

d - ) « 5 zc ) d (2 
le nex 1«m«x lerem 


« S (gn 260. im) « Cog x, 


D 1&m«x 

这 就 证 明了 (4) 式 . 下 面 来 证 明 (9) 式 ， 亦 用 归纳 法 ，+ — 0 时 (5) 
式 显然 成 立 , 设 (5) 式 当 一 不 时 成 立 , 则 当 r+ 一 克 十 1 时 ,由 归 
纳 假设 及 (4) 式 , 和 上 面 一 样 可 得 


>, der aye 2 d*(m) V Pa) 


l«"«x re 


1) 这 种 类 型 的 定理 都 可 用 Abel 求 和 法 直接 证 明 , 我 们 为 了 简单 起 见 ， 本 书 中 将 
都 利用 Stieltjes 积分 来 证 明 ， 


' 96 * 


DNA 


- 


& D Ž og P ds) & sClog 9, 


这 就 证 明了 (5) A SREE. 
推论 1 ir>, ro, ko AERA 1 时 有 
ZO) gts « —— gioi CIog ert, (6) 
-— Án 
z2 ale) iat «Liu fX log z7 tm, (7) 


" or E AE. 
Q b> +o, HH a> 1 G) R C) 式 可 得 


b? £u log*n 一 一 | M zG)) 


sx xcnet n 
- 4 log*z m aa 
E ( CES aC di 
下 十 二 一 
M « À f Coo g <- "ads f log gj ce. 


这 就 证 明了 (6) X. 为 证 明 (7) 2n 1 中 取 a= 1, b 
= x, fG 及 a, 的 取 法 同上 , 则 由 (3) 及 (5) 式 得 


ZO) iog , es b d'(a) 


A Nm 
一 rx e E cud di 
K x (log x)? ^71 + || Lex log 7)? **-di. 
这 就 证 明了 (N RAEE. 
推论 2 设 * 实 2,r 实 0 为 整数 , 则 有 
5 Lor =/= « (log x)", (8) 


UL EH AITIBUE 
| e 57 » 


Y ie es ru 4 Tx og 277, (9) 


2 A Od BUR 
5 Z% e LH £7! (log z)”, (10) 
证 先 证 (b XB 2s 
< d'(n) e? 一 < d'(n) -n/t 
2 n 2; jin G1) 98 į 
«36 » dn) 


j-0 jx«n«(Dr — f 
« 2 ei (log(j + 1) « (log x)". 


这 就 证 明了 (8) 式 。 用 同样 的 方法 , 可 相应 的 从 (6) RROA 
(GR k = 0) 分 别 推 得 (9) 式 及 (10) 式 ， 证 毕 . 

引 理 3 (Melin 变换 ) 设 8(zx) 为 一 实 连续 函数 ,5 — 0 it 
ioco BED 


G(s) 一 H x'7ig(x)dx, (11) 
Ax ec RIA oZ» o, 时 有 
glr) = 元 (aal, x20 (12) 


成 立 , 反 之 亦 然 ， 
证 ”这 实际 上 是 Founder 变换 的 另 一 形式 . 在 (11) 式 中 令 x 
= e“, 则 对 固定 的 o 之 ce 有 


GC) = | e" g(e")ds = | ee ae di。 
. H Fourier. 变换 知 
e?*g( e?) 一 二 eGo + it)di, 一 co uo, 
: x a 
et | eG Gs, 
2x ,一 如 
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由 此 即 得 (12) 式 。 反 过 来 可 同样 证 上 明 ， 引 理 证 毕 , 
引 理 4 iko — 0 为 任 一 实数 , 则 当 || 一 oo 时 ,对 } | o, 
一 致 地 有 
[rC + i| ~ y 2xentrt | p|- (13) 
成 立 ， | 
证 F [118,$ 4.42] SX [605 II, $ 4 5E RE 5] 
引 理 5 iE: Dirichlet 级 数 ! 


f 一 an^, 


5 ARERR HÜUXIEEXERU 0220, 0220 Re 8 —oc 
有 
D) ance TG eae, — Q0 


ut 在 引 理 3 rH gly) = e, M GG) =T), de 0 2 0 
时 有 


(0$, —7 Z, BERTARA om RO 
1 


etiw 
ane ™ oum p | | a,n CUT (w)x"dw 
zijc-i" 


由 于 < > 地 一 ay 所 以 两 边 可 对 二 求 和 并 交换 求 和 号 与 积分 号 ,由 
此 即 得 (14) 式 ,证 毕 . | 
引 理 6 iZ: =e +i, FCO), G(s) 均 为 至 多 在 :二 1 有 一 
个 极点 的 半 纯 辐 数 ， 且 在 任 一 会 直 长 条 所 Ressa h, H fs] 
— oo 时 ,一 致 地 满足 ” 
FG)« lle, GC» « ibia, (15) 
D) 有 关 Dirichlet 级 数 的 基本 知识 可 参看 [118] 或 [81]. - 


2) 利用 Cauchy 公式 不 难 证 明 , 浦 足 条 件 人 152) 的 半 纯 函数 的 各 级 导数 亦 满 足 类 似 
RIRE, 
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M ctam rr n tme om A c o d seo E o s me = 


其 中 e iR 0 的 常数 ,以 及 
FE) = 2er, o> 1,. 


G(s) = S bn, cd. 
为 三 1 


如 果 范 数 
eG) = FOGA — 92, 


M 15| « S ME, BL Bo 


POKKA lal <5, (16) 
其 中 a 为 一 常数 ，& 为 一 适当 选取 的 参数 ?>、 使 < 常数 为 一 绝对 


常数 ， 则 对 于 任意 的 正 数 A, | 一 二 | < 601, l> T 2, 
2« x « (AT)^ Ib JH NP 


F(s)— »3 a,n e^ + (s) 2; bn 
5 H [pu oC + w) (2. ye) rst 
Em | MU $2 b t) F(w)s" du 


2ni Ji-ie 
T O(E,T?9, (17) 
这 里 
p, - [i s= lÆ FG) 的 极点 ， 
0, s— 1 不 是 FCs) 的 极点. 


证 由 引 理 5 Oi e 一 2), 当 |o 一 士 | < 0.01 时 ， 


了 十 Fe 
Į 一 | F(s + wI Cwr)” dw == 5 — (18) 
giJ2l-ie ee 


. D 在 应 用 中 ,函数 FCs), G(s) 可 依赖 于 某 一 参数 k, 
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另 一 方面 由 引 理 4 及 条 件 (15) 式 知 ,我 们 可 以 把 上 式 中 的 积分 线 
路 移 到 Rew 一 -- P 且 从 引 理 的 条 件 可 得 


1 —ĝ +m 
Į = -> | FCs wT(w)r "dw 
mi ie 


一 和 一 

RC OB E (19) 
Eh FG) 是 由 极点 w 一 0 所 产生 的 残 数 , 当 > 一 1 为 F(x) 的 极 
点 时 ,由 引 理 4,《153) 式 及 其 注 知 , 当 |] 6] > T IR o 0 01 — S BI 
产生 的 残 数 为 OCT), MWA FQ) 在 z = 1 解析 时 , 就 没有 这 一 
项 . 


N -i € 0.01, Rew = - im, 


— 0.01 < Re Çs + w) < — — + 0.01, 


FARO — 5 w) 2 7 7 1, OBS IER ESTIS 
FCs + w) = d(s + w2G(1— s — w) 


= pls + w) 2 put ee 


nzl 


- p(s + w) pi bnt 


nex 
+ p+ w) D, bant, (20) 
由 (19), (20) 式 即 得 . 
I ium sul sU 
I 二 F{s) 十 Lu TE ds t w) (> b,n ) T(w)x"dw 


-$to 
+ il * d + w) 2 Ti T(w)x"dw 
2xi ?-1-i- nox 


十 OC(E T7), i (21) 
E Oe 式 及 引 理 4 知 , 可 以 把 上 式 中 的 第 一 个 积分 称 至 积分 线路 


Re w 一 十， 这 时 仅 移 过 准 一 的 一 个 一 级 极点 w 0, 残 数 为 


nf] + 


pE) 93 bun, BD 


1 一 六 十 om 
d | d +w) (X Burt) D(1w)x*"dw 
于 A 类 à 


Zwi J-1l-i- 


一 — (s) 2, bn 


LI. 


+ -一 ^is e + w) (> byte) T(w)x"dw, 
nE 


2x: Ji-i- 
由 此 及 《21) 08) 式 即 得 (17) 式 , 证 毕 。 
引 理 7 Riemann t 函数 满足 函数 方程 
TC) = ACEC — 5), 
其 中 


1 一 上 
AQ) = i n z ) " 
r() | 
且 对 任意 的 m > 0, M |o] so, p] 320818 
LAC] ~ nbn, || — 00. 
引 理 8 UE g — 1, X 为 模 9 的 原 特征 , 则 Dirichlet L ER 
XX LG, X) 满足 函数 方程 
L(s, X) = A(G, X)L» — s, Z), 
其 中 
TI 一 十 有 
， d ESI D a 
A(s, X) 的 vr r(A > 
2 
0, X(-1)=l, 
dus moque. 
EWER n> 0, 24 jc| <o 时 一 致 地 有 
| 146. X) ~ ijq, Je] o. 
引 理 7 及 引 理 8 的 证 明 可 参看 [24]】, 152], [60], [81], [92] 
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HEAR (1) (一 2) 及 (2) (G-2) 的 证 基 方 法 是 完全 一 样 
的 , 为 了 简单 和 清楚 起 见 ,我 们 首先 将 详细 地 证 明 (1) (c2), 然 
E. mimis (2) = 2) 的 证 明 过 程 , 及 其 与 (1) 的 证 明 的 不 
同 之 处 。 


$2， 才 函数 的 四 次 中 值 公式 


、 1 1 | | 
zm H ` 一 二 | 委 一 一 一时， 一 
定理 1 i TI2, je |" 3 | < 2001o; T 3e 


Ü |£Co + it) lads « Tlog^T, (22) 
Eo 设 整 数 M 满 足 2 4x RI 
MIC T ou)l'at—2 WEG + i fide 


y2M erm 
-2| ItG inde 2 S 7 H dte + in las 


因而 为 了 证 明 (22) 式 , 就 只 要 证 明 : C4 Vom, 
1 


ee pk 
200 log V 


2 
* IECo 十 ir) ]'dr « Vlog*V, (23) 
下 面 我 们 来 证 明 (23) X. 
在 引 理 6 中 取 FCO) = 6C) = £C), Ni o) = 4G) CQ) 
见 引 理 7), 所 以 引 理 6 HIRERE RAA k = 1), B. ;—1 
X C) 的 2 级 极点 及 


ECs) 一 2 d(n)n^, Res » 2 


< 0.01, |z| Z2 V,2s x 


1 1 
| 
2! ~ 200log V 


"635 + 


一 -mr COMMO A a ROV m To HPAM Um PD mcr omn m co mam ` 


«v Hd 
C) = Dl Gne + a1 G) 3 dno 
sal n&x 


—.l. uk As tw) (X (onet m Cost 


2mi j-$-ie 
H Sim 1 ws—l tw ox" dw 
-Ep 4609 d(n)n )r )x"d | 
dC 之 | AG r0. e | Q0- 


故 得 
Fiete D3 P Luo inane O0). Q3) 
v ci Ld 


ÉüR =V, tmm Q50 式 右 边 的 四 个 积分 . 
由 第 2 章 定理 3( 取 4 一 D, 及 3 理 2 推论 2 得 


MULIER | [Z aonne maV 


2 


« > (V + n) e «& Vlog'V, (26) 


1 
由 引 理 7 知 , 当 TP 
A(mci)«l, [e| s 2V 
故 同样 由 第 2 章 定理 3( 取 g 一 D, 及 引 理 2 得 


| PECEREN M » eoa, 
« 9o 24 20) «Vlg'V. . QD 
”由 引 理 4 及 引 理 7 知 , 当 = «ny 时 ， 可 利用 
Schwarz 不 等 式 得 到 (s =o + it, w mu iv) 
nt io P (s Toar Ti |4G YL 


= Gi o> 


"IT(w) V-d r 


x | Pi d(n)n" 1 
sp 


«vi í wti Ir(w)!dz 
lei«V/2 i 
2 
i M eta Iro) av! 
Ivi 
«vt | b dlane | IT Cw) |4e4- O(V 9), (28) 
tait ! oov 
同 理 可 得 ， 当 一半 | Sn 


py d(n)snt] 


lei) nV 


|J + iD | « Vv- | 


x |P(»)|a» + OV). (29) 
应 用 第 二 章 定 理 3 OR 4 — 1, M LV], N— o), RIE 2 fe 
治 1, 由 (28 式 可 得 Mr i<- ta 


» Jo ti) ld Vi a |r Ge) |dv 
xj 


« Vi $ (V s)d (n)s" 7 « Vlog, — (30) 


> 


2 
di + OCV™) 


) Qt 


1 
一 一 时 
200logV ` 


同 理由 (29) SER o — 


M | 4- iD]dr« V-t - Ir(ow)|dw 
2: Is 


L&K 


2 
dv + OV’) 


b» d(n)n'ti1 
WV 


vw 
x | 
V 5Ó6 
K V-5 $ (V + n) nn « Vlog?V,- (31) 


出 Q5), Q6, Q7), (30) 及 G1) 式 即 得 (23) 式 ,定理 证 毕 . 
+ 65 « 


定理 2 UTIBIG—cocid, 一 二 | < 我们 


400 lo 
有 
Ult + itr < Tlog'T. (32) 
证 显然 和 定理 1 一 样 , 只 要 证 明 : 当 已 之 2。 
| 
时 有 | 
ph [Co 十 ir) ]'dr « Vlog*V, | (33) 


Wi oE s: = gotit HED, 1/400 log V AV ERIE Hi Cauchy 


公式 得 
Lad Qe) 
av 2x1 加 (w — sy — sy 


利用 Schwarz 不 等 式 即 得 
vor < (cas lam) (], eela) 


< log!V NON 
ii id -— y Jels + #) lasl. 
由 此 及 (23) 式 得 
IZ'(o + ir) |'4: & log?V 


iV 
4 
5 fads els x)| ijiazl 
« V log*V., | 


这 就 证 明了 G3) R EREE, 
把 定理 1, 2 及 第 二 章 引 理 1 结合 起 来 , 就 可 得 到 下 面 的 离散 


型 中 值 公式 
定理 3 idbrTIÍB2I8—O0VNMS.lnü ST, Sr SR E 


e 606 9 


一 个 8 佳 位 组 , 则 有 
Bee) 


?1 


证 ”在 第 二 章 引 理 1 中 取 
ja) =% (+ + ie)» 


并 利用 Schwarz 不 等 式 得 
SG ml) 
exe po) 
«(lee )e (Ee opa) 
aT 
«(f cor. 


由 此 及 定理 1, 2 即 得 (34) 式 , 证 毕 . 


4 
« 87 | 


«| 


$3. L 函数 的 四 次 中 值 公式 


定理 4 设 T 守 2, 整数 g > 1, 则 当 一 二 |< 


时 有 


bou Jj 二 (Ga + it, X) |ti < d(q)T log'qT. (35) 
Xs -7 


4 
« (87! + log T)Tlog'T, 


(34) 


eie pay. 


200 log 4T 


汪 “ 证 明 的 方法 和 定理 1 完全 相同 ， 主 要 差别 在 于 这 里 和 模 


CBX. BERMES I< P 我 们 有 


x [T ] 
> | EC 
Xe -T 


TM 
= 2 $ | [Lo + it, X) |a: 
PN 


£22] > pa dLG 3-95 X Fd: (36) 


T/27 
Eid Sg. Ud. 26 Y uERA G5) 式 内 ! 要 证 明 : 3 Y — 2, 
TS NN 
200 log ;V 


ci 
2 


时 有 | 
b» , | L(o 十 和 :Xe < $(9q)Vlog'gV; (37) 
BE 
2. f |LCo + it, X)])2:« é(aDlog'g. (38) 
在 定理 1 中 相应 于 (38) 式 的 是 
f |£(o + i2]'dt « 1. 


而 这 是 显然 成 立 的 ,但 在 这 里 (38) 和 (37) 式 一 样 ， 都 需要 加 以 证 
明 , 二 者 的 证 明 是 一 样 的 , 且 G8) 式 的 证 明 要 稍为 简单 一 些 。 

现在 引 理 6 中 取 FO) — LG, X), GO) = LG. X) 它们 均 
是 全 平面 上 的 解析 函数 , 且 

L*(s, X) 一 S X(n)d(n)n", Re:>l, 
这 时 
QC) "e eG, X) —- ACs, x), 

其 中 4, X) 是 引 理 8 中 的 函数 ,再 取 引 理 6 中 的 参数 不 一 4。 这 
样 引 理 6 的 条 件 全 部 满足 ,所 以 有 (这 时 无 极点 , E= 0), 


ED.) > X(n)d(n)n-7'e-** + 4G, X) 2j X(s)4(n)o'-: 
"ED EH (T a ACs 十 w, X) 


pur E x 


x p OVO T(w)x"dw 


nr 


t 68 * 


1 (dee 
POI | AY(s 十 t. x) 
2mi J$-ie 


x » KOX OTAN Tujen 


2,6. 0. | (39) 


在 证 明 (37) 式 时 ,我们 将 取 (39) 式 中 的 * 一 9PF, 在 证 明 (38) 
式 时 ,我 们 将 取 (39) 式 中 的 x 一 4, 证 明 的 过 程 和 定理 1 的 (25) 一 
(31) 式 完全 相同 , 要 注意 的 是 仅 在 于 凡是 定理 1 中 用 引 理 7 来 估 
计 ACO 的 地 方 , 这 里 要 改 用 引 理 8 来 估计 AC X). RIER 
不 再 重复 地 写 出 来 了 。 (事实 上 对 G8) 式 的 证 明 可 稍 简 单 些 , BD 
在 估计 对 应 的 12. 20 P C js, XO) 时 ,不 用 象 对 应 的 (28)， 


(29) 式 一 样 招 对 ”的 积分 分 为 lz] <Ë R lol > T. 二 部 分 )， 
与 利用 定理 1 证 明定 理 2 的 方法 完全 一 样 ， 利 用 定理 4 同样 
可 以 证 明 ， 


5* | |L Co + it, X) |*dt « pb(q)T log*gT, (40) 
Xa E * 


同样 ,把 定理 4,5 及 第 二 章 引 理 1 结合 起 来 ,我 们 可 以 得 到 相 
应 的 离散 型 中 值 公式 . 

定理 6 设 了 之 2， 整 数 9>1 及 3>0， 再 设 对 每 一 X 给 
BRA n 5400. i500] « T, 0s rs ROD, 且 每 一 数列 
(X), 0 re RA), 都 是 5 佳 位 组 , 则 有 


R(X) 


XX Sz (3 + ir X)| « G7 osa) Tlog'gT (41) 


*a r=] 2 


以 上 的 定理 只 是 对 原 特 征求 和 ,为 了 把 定理 4, 5, 6 推广 到 对 
模 4 的 全 体 特 征求 和 的 情形 ,我 们 需要 证 明 下 面 的 引 理 . 


a 69 o 


BIO di 过。8 为 任 一 正常 数 , 则 有 
2. pla} L (1+ 2) ates. (42) 


证 # u(a)70, " 


POLOS £) = II (o «1 £) 


Ab 


= H (» + 5). 


Zi ulq)==0, 设 q! 和 4 有 相同 素 因 子 且 el) s 0, 3E 4-40. 
Bii d = didz, di = Cd, q). 这 样 有 
g 
] 十 二 | 一 (Cd cp 
25 40 n (1+ J 2; 440 TT (1+ 5) 


125 14 $i 


- X su) pL (r $) 34 


iil; HT ' o d4,l2, 
(d,, 4, /d,)—1 


« 21000 I (1*7 5) 22^ 


8114; HM 4,14, 
& $4:42log 91 & 9 log 4. 
由 以 上 二 式 即 得 《42)。 WEER. 
定理 7 在 定理 4 的 条 件 下 ,我 们 有 


2j | | LCa + it, X) |'dt « qT log’gT, |. (43) 

Y. 70 

2j | | L'(o + it, X) |*àt & qT log'aT, (44) 
以 及 在 定理 6 的 条 件 下 ,我 们 有 


R(X) 
名 名 于 
证“ 以 上 三 个 估计 式 是 一 绊 的 ,我 们 仅 以 (43) XA 证 明 如 
下 。 设 Xa © Xat, RIJA | 


* 70 œ 


(+ + ita x)| « (27! + log97T)97 log'gT, (45) 


一 一 oy m m Honore s HH MEM n rq m s me s nmm esi MA 


-L(s.Y*« _ Xx$* 
LG.) = Leto J] (1 - 38023, 


m 
所 以 由 定理 1, 3, 引 理 9 可 得 (q* = 1 时 要 用 定理 1) 
> eim - Y v / 
T 4*|a xt 
«fusce zar] o — tet 
Eos d 
< Tl i l : 
ZH * 本 2; | IL + it, Xar) [dt 


<2 $(2*) II ( " 2 T log'g" T « 4T log'gT., 
这 就 证 明了 (43) 式 。(44)，(45) REREN. 
$4. L 函数 的 二 次 中 值 公式 


定理 8o53 BER g> 2,* 一 二 十 zz。 则 有 


Z, ILCs, X)|? & l4) lsllog4gls], (46) 
> |E Cs, X)|? « pla) |s[log'g|sl, (47) 


证 X X, RH [= gls], HS 
F(x) = P X(n) 


HXn&x 
则 由 第 二 章 定 到 1 知 | 
F(x)« V 4 log q. 
. 妆 X 2 x? 时 ， 
L(s,X) 一 by X(n)n^* m 5 X(n)n7' 十 bJ X(n)n^*, 
s-] lese H 27H 


s 71 « 


n—H e TE Te hr A EE A NP 


应 用 引 理 1 得 | | 
>, X(n)n^! = 人 dF Ce) = s " x7 F (x)dr 


« lesly 4 logg |; zb aed Dor eh 
由 以 上 二 式 即 得 : 4 X% X, sr 一 py cdd 


2 
十 [s|log?g. 


L'(s,X)« | > Aar” 

1«n n«H 

由 此 并 应 用 第 二 章 定理 2 可 得 
2, TLX, x)| « 9| D, An~ 
XX zx  1«n«H 
« pla) (1 m =) 23 一 + e) |sIoga 


« $D|slHogiglsl. 
这 就 证 明了 (46) 式 。 完全 园 样 地 可 证 明 (4722 式 ， 只 要 利用 , 当 


X3 一 于 十 并 时 有 


1. 
+ é(a)Is]log'a 


L'(s, X) = — X X(n)57'log n — 23 X(n)n^ logn, 
i«neH s>H 

Ai 

> Xn)n logn == p x^'log xd F (x) 


*H 


= 一 " (— sx! log x + x77) F(x)dx 


KN [i] oggi]. 
IEEE, 
如 果 注 意 到 
V) un e 
Le - t0 TIT (: - 2 


那 末 利用 上 GD) REG) M i + 站 时 的 熟知 的 最 简单 估计 ,由 
O (46), (47) 式 立即 可 推 得 下 面 的 估计 式 是 成 立 的 . 


72 -© 


D, ILCs, X)|? « eG lsllegig]s], s = ts + it, (48) 
[ps 2 


DILG, OI plq)lsllog’gls|, s= " +i (49) 


定理 8 的 证 明 是 十 分 初等 的 ,但 基于 它 , 我 们 将 在 第 五 章 给 出 
一 个 关于 素数 变数 三 角 和 估计 的 简单 的 分 析 证 明 ， 所 以 它 是 十 分 
有 用 和 的。 同样 我 们 可 以 讨论 这 种 类 型 的 高 次 中 值 估计 , 即 
5 i 


) 2k 
L (i T i, x) K $é(321]:|log 9215], 
Xe 


k22, smie 


JIHHHHK59 首先 解决 了 多 一 2 的 情形 ， 但 证 明 方法 是 极其 复杂 的 ， 
当 & 之 3 时 , 亦 是 一 个 没有 解决 的 问题 


e 23: 


第 四 章 ”零点 分 布 (一 ) 


函数 与 工 函 数 的 零点 的 研究 在 解析 数论 中 占有 最 重要 的 地 
位 ， 解 析 数 论 的 基础 知识 实际 上 就 是 函数 与 工 函数 的 零点 的 最 
基本 的 性 质 ， 1859 年 Riemann 在 其 著名 的 论文 2%《〈 亦 可 参看 
[50]) 中 提出 了 这 样 的 猜测 :£《s) 的 所 有 非 显 明 零点 都 位 于 直线 


Res 一 E. 这 就 是 著名 的 Riemann 假设 , 简 记 作 RH. 虽然 大 


量 的 数值 计算 及 理论 上 的 探讨 都 支持 这 一 假设 ， 但 它 和 Goldbach 
猜想 一 样 至 今 还 没有 被 证 明 或 被 否定 。 人 j 同样 还 猪 测 所 有 


LG, X) 的 非 显明 零点 亦 都 位 于 直线 Res 一 了 m 这 就 是 通常 所 
说 的 广义 Riemann 假设 , 简 记 作 CRH. —— 
CEM X) Riemann 假设 , 即 设 正 数 4 «5x 1, CCLC, 


2)) 的 所 有 零点 的 实 部 都 不 超过 0. 简 记 作 RHCGR;B). 

大 家 知道 , 从 RH 及 GRH GR RH 及 GRH) 可 推出 一 系列 
重要 的 解析 数论 的 结果 , 昌 然 这 都 是 一 些 假设 性 的 结果 , 但 却 指出 
了 研究 5 函数 与 工 函 数 零点 的 重要 意义 及 研究 方向 ， 许 多 数学 工 
作者 从 各 个 角 误 去 研究 零点 的 性 质 ， 得 到 了 十 分 丰富 的 结果 和 重 
要 的 应 用 。 不 过 , 总 的 来 说 我 们 至 今 对 于 零点 的 深刻 的 狂 质 知道 
得 仍然 不 多 . ARET EERENS Goldbach 猜想 有 
关 的 二 基数 及 工 函 数 需 点 分 布 的 一 些 结 

本 章 将 讨论 所 谓 零 点 密度 估计 IO. B. Jluunuk 在 这 方面 作 
出 了 重要 页 献 ， 他 首先 利用 工 函 数 零点 密度 估计 给 台 出 了 三 素数 定 


理 的 一 个 新 的 分 析 证 明 z4 09 v) RTI 2, » «acl, 我们 用 


N(a, T) (1) 
« 74 * 


表示 t0) 在 矩形 


excl, LIET (2) 
中 的 零点 个 数 ， 再 设 整数 4 > 1, X mod q, 我 们 用 
N(a, T, X) (3) 
表示 LG, X) 在 矩形 《2) 中 的 零点 个 数 ， 并 设 
N(o, T > q) T b N(a,T ,X), (4) 
及 
N*(a, T, 4) = 9]  N(a, T, X). (5) 
显然 
N(a, T) = N(a, T, 1). (6) 
本 章 所 讨论 的 零点 密度 估计 问题 就 是 研究 下 面 形式 的 估计 式 ” 
N(a, T, g) « (qT)4«?9"-?]ogP(qT), (7) 
及 
S N*(a, T, g) « (QT)^-?loghaT, (8) 
4«9 


其 中 9 > 3, 在 取 什么 样 的 A00, BG 一 1,2) 时 成 立 -第 二 种 
形式 的 估计 秘 为 大 筛 法 型 的 零点 密度 估计 , 它 首 先是 由 Bombieri? 
提出 来 的 。 人 人 们 猜测 当 di(e) = 4a) = 2 h, C) 及 (8) AR 
M, 这 就 是 所 请 密度 假设 , 简 记 作 DH, 这 同样 亦 是 一 个 没有 解决 
的 猜测 , 这 一 问题 的 解决 将 对 解析 数论 有 重要 的 贡献 本章 将 证 
Bj CRT HERE 1, 2), 当 

3 


Aia) ox Aa) — 3 
时 《7) E GO 式 成 并 (对 数 方 次 Bo B 是 不 重要 的 )。 这 一 结果 


本 质 上 是 属于 Ingham™ ”的 ， 本 章 最 后 要 证 明 ( 见 下 面 定理 4) 
HFE RRI o 充分 靠近 工时 DH 成 并 ,具体 的 说 ,我 们 证 明了 当 


1》 当 然 还 可 以 有 其 它 的 形式 , WUA E a 《或 8) 和 了 有 不 同 的 指数 ,或 去 撩 对 
TUR T fii gT (或 QT) 的 指数 上 加 一 任意 小 的 正 数 8 > 0 等 等 . 
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Car —^^((——————— Qo 和 mm Tri Ti 一 人 六 Tom 


T <ac 


| 
| | Aa) = Z Qa — D 
f$ C) (9 一 D m. 
近 十 几 年 来 ,关于 零点 密度 估计 有 很 多 工作 ,改进 了 研究 零点 
密度 估计 的 方法 并 对 估计 的 结果 作 了 各 种 形式 的 局 部 改进 。 例 如 
MontgomeryU? 证 有 明了 可 取 


Ala) = Axa) 一 FL 


Huxley5? 更 进一步 证 明了 可 取 
40) = 4:0) = Ž, 


这 是 至 今 最 好 的 结果 同样 Huxleyealza 也 得 到 了 比 定理 4 更 好 
AUR. 我 们 这 里 所 证 明 的 结果 虽然 并 不 是 最 好 的 ,但 在 一 些 应 
用 中 是 完全 足够 了 . 


$1. C 函数 与 工 函数 的 零点 密度 估计 


引 理 1 设 7 为 任 一 实数 ,整数 9 > 1, 以 MERER LG, 
X), X mod g 在 矩形 0 委 g S L, T, t s To-- 1 中 的 零点 个 数 , 则 
N, s CiloggC| Ty] + 2). (9) 
证 明 见 [24], [60], XX, [92]. 
现 设 T 之 2, ÆR q 之 1, Kas y 为 满足 条 件 


L&r s< T) 1y (T) (10) 

的 常数 ,其 中 4 为 任 一 固定 的 常数 。 青 设 
M,(, X) 一 2, u(n)X(n)n^', (11) 
F,G, X) = 1 — LG, )M,G, 25, (2) 


其 中 x 为 模 4 的 特征 .我 们 有 
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8lm2 A deg. E+ Rai Eomh tir 
X LG» 0 ERR 
asosl, 3Fo ec ll ST (13) 
中 的 一 个 零点 ,其 中 
1, X22, 
0, Xs X, 
则 对 充分 大 的 erg 


1 Expo 1 
« s |i (> + ins x) as 


xa m Ww IEXIG EC + ir, X) ja]. (14) 
GCs, X) = yre rT F LG, X) 
显 有 
G(p, X) = F.(o, X) =l. 


设 9 为 以 i Ti(rEm)).bo ge- Gb iy ke) 为 顶点 的 矩形 . 


DA GOX) 为 8 内 及 其 上 的 解析 水 数 (对 GG, X, 由 于 Eo 一 1 
而 保证 了 这 一 点 ,县 jus Z-259/7),B) Cauchy 公式 得 


二 | SG;X) 1 (15) 
2xi Jo $—p | 
由 熟知 的 最 简单 的 估计 


IL, X)| < «Cl cd] + D, ri d lz] > Ee, 


及 *, y 所 满足 的 条 件 C10) 容易 看 出 ， 当 L 充分 大 时 在 和 矩形 28 的 
上 下 两 个 底 边 上 有 
G(o ti(y tL), xX) 
udi y -PER SGT ERI B (o + iCy t c, X) 
K (4T) « (aT) iv. 
» 77 e 


由 此 及 (15) Bed, o e^ 充分 大 时 有 


TIE i 1 z PERE 
LF | a +(#-8) | Fx (4 十 it, x) ar 


十 Ge | root F,(l +Z if, x) ldt. 
由 此 立即 推出 (14) 式 , 引 理 证 毕 . (5452A [36]) 
ERI T>? Ekg >l, WHINE 
N(a, T, g) < CaT) ES log 299 了 了 。 (16) 
XE E S = loggT, 由 于 有 熟知 的 估计 


N (i. T, a) K qT logqT, 


”所 以 我 们 只 要 对 o > = + L R L 充分 大 来 证 明 (16) 即 可 . 
iBEERDOSesosl.lhbs T. HD ttHg—2B/ 


矩形 Qu ZË: | | 
Om: esoxl, mY -:s3(m-rl1)g,. 
- EE «s«[Ls-ai 
3g 3g 
ü T 
E rur 
Org, "exl, —-T«i« 3|. | v. 
T 
Qr). a csl, E «ix. 


后 二 个 抵 形 仅 当 - 工 -不 为 整数 时 才 出 现 , | 37 | 是 表示 3 的 
整数 部 分 QU T < 35 时 ,由 引 理 150 (16) 显然 成 立 , 所 以 我 们 
总 假定 了 > 39)、 这 些小 矩形 除 后 两 个 外 ,其 高 均 为 35 ， 我 们 
把 所 有 对 应 于 奇 指标 的 小 矩形 On 合 在 一 起 所 组 成 的 区 域 记 作 
D,。 把 所 有 对 应 于 偶 指标 的 小 矩形 On 合 在 一 起 所 组 成 的 区 域 
记 作 Di。 BA, Di (或 D.) 中 任意 两 个 小 矩形 之 辣 的 距离 大 于 
3&7. RML NKE, T, X) RR LC X) EXI DG 一 1， 2) 中 
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的 零点 个 数 , 则 有 
N(a, T, X) = Ni(o, T, X) + Noa, T, X), (175 
现 来 讨论 N Ca, T,X)68 Na, 了 T,X) 的 讨论 是 完全 一 样 的 ). 
34 X 8e 3*3 5, DIL ROO iE D, 中 这 样 的 小 矩形 On 的 个 数 ,在 这 些 
小 矩形 中 工 G, X) 至 少 有 一 个 零点 。 这 样 由 引 理 1 知 
NiCo, T, X) & RICX) 1og qT7. 
34 X e X ISLAM LG, X935 的 零点 满足 引 理 2 的 条 件 《137 , 我 们 
计算 RC 时 将 在 Di 中 除去 小 和 矩形 OQ 不 计 ( 对 应 于 Ne, T, 
X) 应 在 区 域 D, 中 除去 小 矩形 Qo 不计)。 这样 就 有 
N Cæ, T, X) & CRICX) 十 Vlog/4T, 
以 上 两 式 合 起 来 即 得 | 


S, Na, T, X) «(1 3p RX)) loggT. — (8) 


现在 对 每 一 LCs,X)， 从 它 所 对 应 的 ROO 的 小 矩形 中 各 选 出 一 
个 零点 

eX) = BOO) + iv, (X) = p, +t iy, LSr SRO). 
PA ro 1 所 + < RICX), 构成 一 个 3S 佳 位 组 * 且 这 些 零 点 均 满 
足 引 理 2 的 条 件 (13), 故 由 引 理 2 知 , 当 e 充分 大 时 


l ia (TF 1 $ 
« Ly? " F, "dL dt 
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ptg g 
+ ye M El 十 sr in, X) |a, 


由 此 显然 可 以 推 得 
F(T ja x) ay 


1« (v yi^ | 
l rrt d 
(ses I pra e sese) a» 
亦 成 立 . WE D — DOO), IP m IPOD) 分 别 适合 条 件 


F(T 4- it», x) - r,(t- TUN x) 
2 2 


79 s 


rot 


Yæ 


max 
Yro atatt 


[F + ZT e um, x) 


TE A: —— (E Pr womit 


m= max | FC + 877 4 it, x)|. 


Tp ag YE 
显然 P, IS SRA), RE, ler RQOO,DS- 佳 位 组 . 
这 样 由 《19) 式 推 得 
1 - (1 v5 
F (>+ TM x) 


rA, 
1 « ay 3 
com^ R + E+ XN), Ire ROO. 
进而 有 


DRAK ZI TE p, + grey], (20) 
x 
其 中 
RCY) 
—2 » IF (E Toup, xm 
R(X) 

h= E 2; [F0 + +i, 9A 

现 取 


x41. 
KARMA a. H aD, ROO «TZL, 及 Schwarz 不 
等 式 可 推 得 


R(X) 


3 4/5 
n« 3M (+ +a, x)|" AL. 


RCX) (+ 4i, x) jt 


« «7 6(40T 十 X 之 ;| 


X ral 


RIY) 


x (x Z (G +e). 
由 第 三 章 定理 3 及 定理 7 推 得 
之 > L(+ Tops x)' « qT log^4T , 


再 由 (11) 式 及 第 二 章 定理 4 推 得 


R(X) 
(z 4 HDD, x) 


2; 2,|M 


fæl 


« e ) y (4T +n) eg a 2^ c b(4)T log'qT. 


n«gT 
"m | 
li & qT log*gT, (21) 
其 次 我 们 来 估计 D. M oc» 1 时 
F.(s, X) — 1 — LCs, OMCs, X) 


一 D, Kan, ja) < dln). 


osx 


故 由 第 二 章 定理 4 GRON 一 co) 及 第 三 章 引 理 2 推论 1 可 得 
2 3b33 OZ 


r=] s24T 


« 2 26 (qT + n) dn) log? n «& log*gT, (22) 


g^ ?*7 
Dd gu 


Hi (20), ün. (22) 式 可 推 得 
»)ROO« y3 S 4T log?^ 4T + y 7 log?qT. 
X : : 


现 取 


y= CTY logg T) 0-5, 
RAAR 


S RG) K (gT) ES log'gT. 
x 
由 此 及 (18) 式 推 出 
SN, T, X) & (qT) 979 log'aT. 
X . 
完全 同样 的 可 以 证 骨 
IS Nila, T, X) « (aT) 079 tog’gT. 


由 以 上 二 式 及 (17) 式 就 推 得 (16) 式 ,定理 证 毕 ， 
特别 地 , 当 4 一 1 时 我 们 有 


推论 1 设 7 了 >2, 则 当地 所 a。< 1 时 有 
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Xi—e) 
Nlo, T) « TO-a log’T (23) 
利用 大 第 法 型 的 特征 和 均值 估计 ， 用 完全 平行 的 方法 可 以 证 
朋 下 面 形 式 的 大 筛 法 型 的 零点 密度 估计 
定理 2 T2, 02 i, RM T «ac 1 时 有 
S N*(a, T, q) € (PTY lo'QT. (24) 


4x? 
定理 2 证 明 的 过 程 和 定理 1 完全 相同 . 这 里 要 取 多 一 log 0T 
代替 原来 的 leggT. 证 明 的 第 一 部 分 和 定理 1 证 明 中 的 (20) X 


以 前 的 一 部 分 完全 一 样 。 从 (20) 式 开始 凡是 原来 用 求 和 号 > 
的 地 方 要 用 求 和 号 3 D ARE. 这 里 要 取 xe OUT 代替 原 
q4? X 
来 的 4TF。 在 祖 应 的 五 的 估计 中 ， 对 离散 型 的 工 函 数 四 次 均值 估 
计 仍 用 原来 的 第 三 章 定 理 3 及 定理 7, 然后 对 9 相 加 ,但 对 相应 的 
已 中 的 | Me (E 十 it, x) | 的 大 入 法 型 的 均 什 估计 及 相应 的 也 
的 大 第 法 型 均 什 估计 要 用 第 2 章 定理 12 来 代替 原来 所 用 的 第 2 
章 定理 4， 最 后 我 们 取 
y = (QTY? (log QT)», 
就 得 所 要 的 结果 Q4) 式 , 详 细 的 证 明 这 里 就 不 写 出 来 了 。 
这 两 个 定理 将 在 第 六 , 八 , 十 ,十 二 章 中 被 用 到 ， 


$2. € 函数 零点 密度 估计 的 改进 


为 了 进一步 改进 上 函数 在 “ 接近 于 1 时 的 零点 密度 估计 ， 我 
们 需要 先 证 明 几 个 引 理 ， 
引 理 3 设 H 为 一 复数 域 上 的 内 积 空间 ， eH, o, € H, 
Is r < R, 则 有 
D lE eJ < Isl max Dy pn gr). Q5» 
r=-l ler R x1 
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证 设 si< 和 rr 扫 六 ,是 任意 复数 , 则 由 内 积 空间 的 Schwars 
不 等 式 
IGI s fills, Esne H, 


立即 推 得 
|x. p)| 一 | (s. » jg)| < lie p TAN 
另 一 方面 我 们 有 | 


了 à = 2,21 99, pe) 
< 2, | 2.2.4] [Co,, pz)! 
ES Dj dab 121210». 921 


= 5 ls 1G. el. 
BUR er = (E, 9), 由 以 上 二 式 推 得 


(Z 1G. ool) < te (DG 01 31021). 


由 此 即 得 (25) 式 , 证 毕 

下 面 将 讨论 由 复数 域 上 的 平方 可 和 数列 所 构成 的 内 积 空 间 
L' jd» ietime,.. iQ. bx, 5» "9 (n9, «9n; ee JE 
ARR 


(E m) = D yo. 
引 理 #4 i$omoesx1,45) 
Ele + i2) & Cel 十 2)7*Yog Cle] + 2). (26) 
证 显然 ,只 要 对 |t| 292 来 证 明 (26) 式 ,由 [119] 定理 4.15 
4Mososlil r—A200,y2A2-70,2axy = jel I CG) B 
渐 近 函数 方程 | 


e B3 s 


|tO- $$ 40 2st 060) a 
saz " nay ” 


其 中 AC) 见 第 三 章 引 理 7, 6 o bis 现 取 * 一 一 JH. 则 


由 上 式 及 第 三 章 引 理 7 立即 推出 (26) 式 ,证 毕 .。 
53 s 


c (+a) « qul + 2)! log C] t] + 2). (27) 


证 明 见 [119, 定理 5.12]. 
BIG 1x9, hl Z logz. WE 


pi niei « le) log? alr). (28) 


证 “由 第 三 章 引 理 5 知 
Yo otee d [ET TOE tirdw, Q9) 


8-1 - 


现 考虑 积分 线路 工 一 Li 十 LHL, L 为 直线 (—io, o i ] 


log x * 


;为 以 原点 为 心 的 半圆 。 其 半径 为 和 枉 角 6 满足 一 工 <<8 


«7, LAHR |- e ioo), MEERI 4 及 《 函数 的 阶 


log x 
的 显然 估计 知 ，(29) 式 右 边 的 积分 线路 可 移 至 工 , 这 时 仅 移 过 & — 
消 数 的 一 个 一 级 极点 wr 一 1 in RAO TA — ihe”, 由 第 三 
章 引 理 4 及 条 件 || > loge 可 得 
T(1— ins" K eiir K 1, 


所 以 我 们 有 
> E 4f (wt Go + Drdw + OCI), (30) 


O 现在 估计 GO 式 右边 的 积分 . 设 w =u tiv, 
| NIO:C view] 二 | IrGOMtGG + ole 
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十 [7 IrG»)] IzGG + ))|de. 


EB eT (s) 一 To 十 1) Xl 
IT (iv)| «& log», > 
log x 


再 由 引 理 4 知 


(31) 


*ypuWl.c RIS 


tGG 4-9) « Lil teg CD, - rs ex 2. 


由 以 上 二 式 即 得 
{TG SGC + v))ldv < Hogzlog |l. 
342 « |e] « 0 时 ,由 第 三 章 引 理 4 知 
T(»)« e i201], | 二， 
再 由 引 理 4 An 
| CGG + 9) « CH + dolos (ll + 2D. 
2 x [e| < c. 
因而 我 们 有 
人 FFGe)JEGC + 202v « lelt iog lal. 
故 由 GD. G2, G3 式 得 
|f, TCE + its*du| « |s|? log sog Dr]. 
同样 可 得 
| Tw) 十 ied | « || log x log FR 
在 半圆 周 L 上 ,同样 由 erw) — TC1 十 w) 58 
T(w)««logx w€ Lla 
以 及 由 引 理 4 知 | 


Cw 十 ir) |2131og |z]. 
由 以 上 二 式 即 得 


IO Fidea 


(32) 


G3) 


G4) 


(35) 
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x f. log x |z|? log Hr [dw | 
« |z|ilog |z|, (36) 
综合 以 上 (30), G4), G5), GO 式 即 得 Q8) 式 , 证 毕 , 
; 我 们 可 以 看 出 在 $ 1 中 为 了 得 到 零点 密度 估计 , 第 二 章 定 理 
4, 定理 12 起 着 很 重要 的 作用 ,这 二 个 定理 是 给 出 了 离散 情形 的 特 
征 和 的 均 估 估计 。 为 了 改进 零点 密度 估计 就 需要 改进 这 种 均值 伞 
计 , 下 面 我 们 将 利用 内 积 空间 不 等 式 423) 式 及 引 理 6, 对 4 一 1 的 
情形 来 给 出 这 种 均值 的 另 一 个 上 界 估计 . 
定理 3 设 了 宕 2,* 之 9 以 及 一 组 实数 上，! «rm RV 
je S | 
logs S |r — tel T, r-r, (37) 
ji) 


DD e” 


站 二 1 l&»&r 


(x + RTiogxT) pi la, l? (8) 
len&x 


证 在 引 理 3 hi E (E9, va, zo 
P RT aun lw 
(5) cm ne = = 
s P n-r 


及 p= (pP, i, LSSR, 
(^) — n ie c C7) 
i » 


qr gw1,2,-*- 
所 以 
(5 一 Saa, ISIR 
leyar s 
lā = 2i CM ae jd 
Y«c«x 


(o, p.) —€— S n Irt e In) 
sci 


特别 当 ”> 一 时 
(Ppr p) 一 > eU € x. 


e $6 +» 


A pm ae e m ee e a 


mH rn 时 , 因 4 满足 条 件 (37), 故 由 引 理 6X 
(pr pr) « T? log (xT), 
拒 入 上 结果 代 人 引 理 3 的 B4 
> art -À ICE pol? 


f=] 'I&nsz 


< IE]? max (T pr) + 2, Cp,» - 


ler«R 


« (x + RT log!(3T)) 2i lanl? 


证 毕 . 
定理 4 T>? WA «aING 


N(a, T) « Tuy log“ T. (39) 
证 ”定理 证 明 的 前 半 部 分 和 定理 1 的 《19) 式 到 前 的 征明 一 
H. 只 要 在 其 中 取 q = 1, S = lgT, R(X) = R) = Rp, B 
E 
F(s) = 1 — CCOMGD, 
M,G) 一 D an 


l&n&x*x 
这 时 相应 选取 的 C65). 的 零点 
p m B, t iv, pErsR, 
亦 是 一 个 3 绎 佳 位 组 ,由 引 理 2 501, Le 充分 大 时 有 
1 & Lyi | | r (1 $ ir) 


pU 


t~a |” " - ; 
Tg y 3 MIO 十 #11) |ar, 


本 此 显然 可 得 
1 K gy qu |F, (+ $ 2 


7T 十 到 2 
十 Be PASE az DI . G0) 
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[E] EET 5, E? 分 别 适 合 条 件 


r,(- 4- id) 
2 


F(T ý ij. 1€r«R, 


max 
Yr 


IJFAl + -+ ug max  |F,(12- £77 + il, 
T,-£ «r&T EN 
l&r sR, 2 


PAW, ISr SREP, IS? SR, BEZA. mU 
EZAK (40) 式 得 
R 
PENE a E E E T i usce 
RK L'y 2j: 1e rot LAC qt Jl 
4 gem NT E d gro ig) 
| 之 


x M, 十 Z iuo, (41) 
利用 引 理 5 及 
1 一 tilt + NMA + + iuo) 


et 145,02 
= Mia m 1? 5 da] s a(2), 


^x 
- 从 上 式 得 
1 Rı 2 
Ri gy [e + T oer 25 | (2 a)" 
rÆ] 


Ri 1};{3}]2 
kaen DTTA, (42) 


rl 57x 


现 取 
xc RT? log?x T, £43) 


由 定理 1 推论 知 ,这 里 的 R 一 定 有 
Ri« TS log^T, PESE l. 
所 以 只 要 了 充分 大 , Mac 十 上 时 就 一 定 有 


x—T, (44) 
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log x < lg T — Z, (45) 
所 以 当 工 充分 大 及 六 T > t 时 , 二 组 实数 G0) 及 00) 都 满 
足 定理 3 的 条 件 G7), 这 样 由 定理 3 及 (43) 式 得 


Ri 


2 


r=1 


z 
M, (i 十 2:9] «zt RT log'sT) X, + 


i«»«x ” 
« RiT? log?T, jj (46) 
另 一 方面 


R] 


2 


r—-1 


- =T i? |? 
> at 
zcn2s0«T 


2 Ri 
« v 


r1 


miit list?) 
A daft | 


"nox 


a j2 
十 d EM (47) 
M rcMc- 工时 ,由 定理 3 及 第 三 章 引 理 2 推论 1 得 
E: aalit?) | 3 
rzl' Mcn«iM E 
i 2 d uo 
« M+ RIT? log T) 25 « log? T, 
M n«2M 
所 以 由 此 推 得 
Ri 1 í (2,12 
"7 +l iO» « log? re (4 8) 
r-2l' z«ne«r 
同时 利用 第 二 章 定理 4 OR 2 1, N 0) 
> S aun (gla i0) | 2 « > TEL. Tyn eah log? n 
r=1'»>T n»T 
« log?T. (49) 
HAE (42), (46), (472, (485, (49) 式 得 
R,« Ry "Tt log* T + y” log? T, (50) 
现 取 
5 
y= T*Rilog^' T, (51) 
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R,« Te log^T, 
由 此 及 (18) ACR a = 1) BU (39) 式 ,证 毕 . 
I1 
3a 12 时 
人 
3 (2a — 1) 
所 以 这 结果 当 a> 入 时 优 于 密度 假设 . 
定理 4 和 定理 1 的 证 明 的 不 同 之 处 ，。 除 了 以 定理 3 来 代替 第 
2 章 的 定理 4 外 , 另 一 可 能 更 重要 的 不 同 之 处 是 : 这 儿 利 用 了 LG) 
在 Res 一 > 上 的 阶 的 估计 ， 即 引 理 5 《为 了 证 明 这 一 结果 党 要 用 


"X 而 在 定理 1 的 证 明 中 ， 用 到 的 十 
第 三 章 的 四 次 中 值 公 式 . 
本 节 所 用 的 方法 通常 称 为 Halász 方法 ， 
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第 五 章 ”线性 索 变 数 三 角 和 估计 


本 章 主要 讨论 线性 素 变数 三 角 和 
Sa, x) 一 2 e(ap) (1) 


的 估计 ,其 中 。 为 任 一 实数 , r >22, 变数 b 取 素数 .我 们 将 在 $1 
一 3 中 分 别 用 Banorpaxos 三 角 和 估计 方法 , 工 质数 雯 点 密度 估计 
方法 以 及 复 变 积分 法 等 三 个 方法 来 得 到 三 角 和 《17》 的 上 界 估计 ， 
同时 ,在 $ 1 和 $3 中 , 述 将 讨论 下 述 形式 的 素 变数 三 角 和 

2, Cep). (2) 


£—Acpxx 


$1. Bunorpamos 方法 [1331,{139] 


定义 1 RHEN, 以 [x] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 ， 
称 fx] 为 x 的 整数 部 份 ; 以 (e) 表示 x 一 [x], 称 {x} 为 x 的 分 数 
部 份 ; 以 x》 表示 * 到 最 近 整 数 的 距离 ， 即 《xy = min ({x}, 1 
— («)). 

引 理 1 设 U 为 正 整数 ,0 为 实数 ,我 们 有 


[x ean) | < min (U, s 212 G) 
证 dm BGEOXecd 我们 有 显然 估计 
> «Cos | «U, — (4) 
misa ecass Tren B | 
S adis ——— T 


LES 


所 以 
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Te ee A e Ai pie opte m e e . 


X e| <- - H acl, (5) 


sin x (a) i 


-由 于 当 0ci« 一 时 有 


BUR 
ju ERN e a: 和 < 一 
Z PA 
由 此 及 (5) 式 得 
U 
1 : 
>, elau) T 0 «ecl, 


2-1 


从 上 式 及 (4) 式 立即 推出 G) 式 ,证 毕 . 
引 理 2 设 0<p 声 I tos t too xk 为 一 组 实数 ,满足 条 


件 
(x, — xp? 22 o0, kak, (6) 
及 (x? - min (n, ue IP 则 有 
> 1 pllog (K +1), (7) 
k-i1 x? 


证 无 妨 一 般 可 设 |x4| sx FE Osck«K, 这 样 就 有 《x4》 
"- E73 a 我 们 可 把 Xos fis ""* 5» Tk 重新 按 大 小 次 序 排 列 成 
— € Xy < ya xm xm y x ds 


并 有 xz = yp Ki + KSK, UE 
| yo! = min CI». 
-K;&k«K, 
由 这 样 的 排列 法 及 引 悍 条 件 显 然 百 得 
= E L yar, X ya X T «yx - ^. 
Inl >Z ed —De —Kk«-1, 
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以 及 
o 1. 
2 » yx, 2 
p 
Yk Rd mE ls RE 
因而 我 们 有 
K K —1 Kz 
1 1 i 1 
= amc 一 一 一 十 Pi 
k=i (x) : 2: |xx | 2 [yx | & YR 
一 1 Ka 
?a-map-i Pili 
2 2 


« log(K £3). 


证 毕 . 
不 难看 出 ， 对 于 满足 条 件 (6) 的 任意 一 组 实数 Xp» 41» * "75 X4 
一 定 有 
KS”, (8) 
因而 我 们 有 
Hibl 在 引 理 2 的 条 件 下 ,我 们 有 | 
» e « om log p^!, (93) 
FERMA e X-EN ATEX 
i (4,5)—1, q21, le] «1. (10) 
引 理 3 jog C10) KAH, MAHERE U 20, S 
数 Kos EER K RIERA e A 


Ko+K 


m TY, (E+1) CU aw. aD 


e B ` 
证 当 4g 所 3 时, 《11) 式 显然 成 立 , 所 以 我 们 可 假定 9 之 4 
4 要 证 明 对 任意 实数 % 有 
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不 难看 出 ,为 了 证 明 《11) X, R 


» mio (U fonum « U + 4log q. (12) 


Iaka g 
为 此 我 们 考虑 实数 列 n= ak 十 后 ,1 << | 全] ,对 其 中 任意 
二 个 不 同 的 实数 24, ze. k Sk 有 
rd Aiit m oL cg 
(x. — 0) = (4 709 e (4 705 € 70 5 


2(06-02)-(-0 2 


这 里 用 到 条 件 | 一 万 | e I. O0 式 及 不 等 式 
(x — y) 2 Cr) 一 《7)， 
我 们 可 以 各 实数 2 "A ( < k < [|) 重新 排 列 为 Xos X15 " "^5 


fpa 使 它 满足 引 理 2 的 条 件 t p = F K= iz] n" 路 x 
样 ,由 此 及 引 理 2 可 得 


p min (v. T a) - 之 win (v. 5) 
' [2]-: 

«U- D. TS 

这 就 证 明了 《12) X. S]PEUERS. 


引 理 4 ee 出 , 则 有 
> 


lk (ai ai 


{i 


KU +glogqg, 


« qlog 4. - (13) 


证 "1«4« HB Oo A 
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coc (5e S)» )- (4) 


zb odo d 
2q TN 
由 此 及 引 理 3 得 
1 
< min | 24, ——-| & ga logg, 
E Ne M Gr p) TUM 


证 毕 . 
引 理 5 设 实数 由 《10) 式 给 出 , 则 对 任意 正 数 世 及 天 2， 
DS mia (Z, cag) € losg + Č lon Ke Klogg. (14) 
证 设 正 整数 o 满足 
1 1 
(s — ike so + 1). 
EH JG EC 5| BB 3, g| 4 ka 


2 min( o z a DN 


Dod aeaa 
+ > « Je 
Csa- askals tia Mk <ak> 


十 bi Ls 十 zlog9】 X giog4 
+ 二 1 gs 5 
U 
Tox AETA bgg; 
引 理 6 设 实数 < 由 〈10) RA x2. Fo FRAR 


个 给 定 的 递增 正 整 数 序列 、 则 对 任意 正 数 U, U, 1 «&U « x, 
U < U's2U, d 


= > > clanv) & x ($+ Yoga 


U&"cU l«w"Us&r 
“EF; F, 


* 95 o 


1 UM 
二 二 1 
- ogg + " 


证 “利用 Schwarz 不 等 式 可 得 
InF<( DOUÈ 


Ur "7 Uaa? 


(15) 


e(auv) 
l«nv«x 
vtF, 


) 


<u 9 XX ean») 


Use uc veris Lev, arin 
Vl Fa vEF, 


<u Y > D, Keni v2)), 


1 p d 1&v d Ucu«b 


这 里 b < min (U*, ^ dim. 一 ， 再 由 引 理 1 5 3 即 得 


inl« U 


1«&v»«x/U i3 mia (v nce) 
«uz 十 1)Q + qlog 4), 
由 此 即 得 (15) 式 ,证 毕 . | 
BEAT Wacirm H7, p [T p 以 及 实数 4 由 


(10) 式 给 出 , H1S, RITE 
q I 1 
pos elan} « xlog x (4 十 P 十 H, | (16) 


证 利用 Möbius 函数 由 引 理 1 可 得 
Si ean)— D) elan) D KA) 


b l«r«* Rila, P) 
(5,P)-1 
—- 5 40) D Cane >， 十 2j 
kIP Langa , KIP k|P 
kin HTK — k«xHt 
x 
« — + min{Ž, 1.) 
2; & 2. k. ? Cak” 
xH Kkr k«xH 7l 
E9128 5 可 推 得 
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nm(————MMÁ— 一 一 一 二 -rm 


E mia (E, 3 Gp D « qlgq + logs 7; * logg. 
下 面 来 估计 第 一 个 和 式 。 DEEP. 所 以 px(%) = 0, 及 的 素 因 于 
都 小 于 P. AIR H” Hó 

Hu m xH, 


vlk) 之 V log x = 
由 于 BD = 0; RA C 一 2, R 
d(k) ze 2. 
由 此 及 第 三 章 引 理 2, 我 们 有 


2 OPE: 
二 «一 一 «Z. (aom 
2; k "ELE 2; & H 
zH ker 


综合 以 上 和 估计 及 logg logx 见得 (16) 式 ,证 毕 , 
定理 1 i2, X eomBmaoXdAuBlssgs:r. Wl 


2 M noL sg 
S(x, a) « x log «( : 十 十 L), (18) 
Ferh H = irn 
证 r= || 2, 我们 有 
p <H? 


SO elana — Y ean) + OH) 


Jarna EI 
(n,P)-1 (n, P)—1, pin} 0 
一 » dap) 52 Tą + OCH), (19) 
Par 


其 中 
T= J, elan), 74K. 
(esi 
pU n0, (n) X 
由 于 上 式 中 的 » 的 案 因 于 > R, 所 以 一 定 有 
LI 97 * 


K <V log x, 
现在 我 们 来 估计 T, 为 此 ,考虑 和 
T= : y e(apm),2 « k SK, 


H'epcrH7 1-1» T: mer 
nm), ard k—1 


显然 T. 中 使 pm 上 出 现 平方 因子 的 项 数 «rH, du T 中 每 一 项 
《都 是 无 平方 因子 的 ?在 Th PUERA kR FRE 


Ta = y (Th + OGH®), 


AARRE H 8 [BR 6 Kags x 可 得 


r af 工 1 i 
T, & x(l OF a 1) 
* (logx) g x H? 


由 以 上 二 式 及 《19) AMASE 7 3018 


q 1 1 
X xl (2 工 1) 
AD Snow e vs e 


we n CT, + O(xH72)) 
k=2 


| E] q 1 1 
« r log?rlog log x (V4 za L). 
x log? r log log | q 


iXBEUERS T C18) X. 
利用 熟知 的 方法 易 得 
推论 2 ito 之 2, 在 定理 1 的 条 件 和 符号 下 ， 我 人 ] 有 


SDa, x) 一 > log pe(ap) « »log's ( EL 1 十 L), (20) 
` Pax : x q H . 
及 
S?(a, x)= b» A(n)e(an) « z loge ( /二 十 a. T 1). (21) 
nax X q H 


定理 1 KiMi 23cbs EE ÓPESSHUZEIEN .利用 Busorpa- 

nos 方法 , 作 更 仔细 的 讨论 ; 我 们 可 以 得 到 更 好 的 估计 ， 对 此 这 里 

不 介绍 了 。 但 我 们 将 在 $ 2, 5 3 中 用 分 析 方 法 米 证 明 这 类 更 强 的 

结果 。 为 了 证 册 三 素数 定理 , 定理 1 的 结果 是 完全 足够 了 。 容易 
1 38， 


对 充分 大 的 x. bs (180, (20), (21) RA logt < q 
< xlog^x 时 才能 得 到 有 效 的 非 显然 估计 . 
为 了 证 明 每 一 个 充分 大 的 奇数 可 以 表 为 三 个 几乎 相等 的 素数 
之 和 ,我 们 需 旨 讨论 形 如 
elap) (22) 


的 线性 素 变 数 三 角 和 。 在 一 般 情 形 下 , 对 这 种 类 型 的 三 角 和 至 今 
还 不 能 利用 分 析 方 法 ， 而 只 能 利用 Busorpanos 方法 来 加 以 估计 . 
为 此 ,我 们 首先 需要 把 引 理 6 及 引 理 7 作 相应 的 推广 
5138 8 T rl, 其 
2. d(n) = xlogx + (2y 一 s 十 O( xi), (23) 


l«n5sex 
其 中 Y 了 是 Euer 常数 . 
证 ”我们 右 
2; «Gc v», Ple m d 
larg lætnar flr Ternat : 
—[Vzp!-x2 © Ad 


1«5 xt x] I x «nx/r 
一 一 [wx 上 +32 MES 
p 
= — y+ 2 pigro 3 
> 
1«5«vV x 


由 于 


1 1 > 1 
一 = logr + y + 0(x-i), 
aiar 和 2 
把 此 结果 代 人 上 式 即 得 (237 R, IEE, 
外 此 引 理 立即 推 得 下 面 的 推论 
推论 3 r2, OA «xD, WM 
p3 d(n)« Álog x, (24) 


x—4 ^n x 


证 由 (23) 式 得 
a $9 + 


d(n)- xlogx — (x — A)log(x — A4) 


z-a cnar 
+ (27 — 1)4 + 0(x3), 
而 
zloggx — (x — 4)log(z — 4) = - (log! + 1)a 
< log x -A < log, 

由 以 上 两 式 及 条 件 A > x? 即 得 (24) XX ERE, 

引 理 9 在 引 理 6 的 条 件 和 符号 下 , 并 设 6x AER 
Sr RIA 

a a 


1 xQ x UM 
mé ue d CANT A (25) 


证 “ALUN, 由 推论 3 可 得 
LAES 25: bs 1 一 » b3 1 


URALI x—4ácus wr x—4ácnex ira 
mpg 


< bi d(n)-« A log x, 


f—4 nex 


所 以 (25) ARY. 其 次 , 当 U «A, pun 
InE S, SS «A. 


所 以 (25) 式 亦 成 立 。 因 此 ,我 们 只 要 对 
| A 2 max (v, £) 
的 情形 来 证 明 (25) 式 . 为 此 , RIEKU Su <U 23297 3 
« PL KE < 4E 的 小 区 间 ey a 所 以 arn— n «X 4s 
我 们 来 估计 | 

L= >, >， elow), 


span 2H Vi Fred 


利用 Schwarz 不 等 式 可 得 
.lO00* 


pp 


» e(auv) 


p 
RESES 
PI EC (2 xa, x—A ^r. n 


AU 
<= x > S, elelr — nje) 
x der «x, x—4d «nv uk FA vx X 
vF; vEF, 


= áU S Do 5, ealn rdu), 


z ZTA geog ZTA geg 5e! 
Gi 94 A 
to 所 v EF, 


其 中 


€*X-—4 x—A . z z 
bl = max (a. » J b < min (a — , — 
PI 2 


b — bh saj— aX 22. 


由 引进 1 R 
War dn . (AU 1 
< min | — , ———————— Y. 
meg X 0 A" c5) 


-A Y x—4 x 
xá Lr IL RL 
fy a 5 t 


由 于 
An aa) H Aa g A 
好 1 24 81685 U 


SER SEE 3 得 
|5n|*«* AU D. 5 十 1) (= + qlogg). 


由 此 利用 Schwarz 不 等 式 不 难 推 得 


TAE 2 o Tm e ) 

Ma err 4-1 Tus 
EN ER AU ) 
dio 十 3 z + qlog4 


Í x x. U 
- (i xd | Ean v 
d "rd d 9 十 了 了 77 qm) : 


由 此 及 了 < x BIB (25) 式 ,证 毕 .， 
引 理 10 在 引 理 7 的 条 件 和 符号 下 ， 并 设 HLASE 


* 10l» 


| —- le a i i 


我 们 有 | 
1 
s elan) « A idus x (i 十 » 十 az). (26) 
* np 


证 “证明 的 方法 和 引 理 7 完全 一 样 ， 利 用 Mobius 函数 出 引 


理 1 可 得 
Xi A X fe pt 
r—4cznex o- RIP k I7 k (ak) 
(n,P)—l 区 再 一 2 xx à«xH7* 


由 引 理 5 及 4 Ze xH 可 推 得 


Xgl Efl oy zd 
> min (4, a) glog g og; og 4 


«€ glogg qd — 2 xd 一 一 nz log q, 


E CI 式 及 4 >H 


: x x 4 
一 儿 一 所 -一 。 
22 XH 


由 以 上 三 式 及 4 <x EEH (26) 式 , 证 毕 . 
如 同 由 引 理 6 , 引 理 7 推出 定理 1 一样, 由 引 理 9 , 引 理 10 可 


证 明 下 面 的 定理 
定理 2 在 定理 1 的 条 件 和 符号 下 , 并 设 HO «A R 


们 有 C 
-Cep)< Agsz( [58 + l.i) o» 


*—4-cPp«x 


证 RP= [| ps 和 (19) 式 一 样 可 得 
21. e(an) =a 2x e Cap) + S T4) + O(«H7), 
Es ear e | 


其 中 


”102 。 


TAA)= $) (on), 2k K, KV logz, 
"ue | 
MUT), v( 9) k 


和 定理 1 dvo du S6 ge 
T,(A4) 一 2 e(apm), 


HigpxsH ik) — * Ac Ems 
nimio, v(m)- k —1 
我 们 可 得 
Tt(4) 一 CT4CA) + 0(xH72)). 
用 熟知 的 对 数 分 法 由 引 理 9 及 4 Z9 xH75 可 得 
TX4(A4) « A log?x (3 十 Ej 十 EOS 


q AH 
一 一 ? 
dosíx|l /2 十 工 十 -1 
X Alog (Js > + inaj 
综合 以 上 各 式 及 引 理 10 可 得 (利用 4 < x R4 2 xH73s 


q 1 1 
> ， elap) « Alog x (S. 1+ 1) 
x—A«PAx A a H” 


十 x O00 + O(xH72)) 


EX MM x 1 1 
X Alog’* loglog * ( P Lr uRE TT : 


这 就 证 明了 (27) 式 ,证 毕 . 
容易 看 出 ,定理 2 所 得 的 估计 式 (27), 仅 当 log<g<< 人 log 
时 ,才能 得 到 有 效 的 非 显 然 估计 . 


$2, 零点 密度 估计 方法 


IO. B. Jimm 79 首先 利用 工 函数 零点 密度 估计 方法 得 到 
了 线性 素 变数 三 角 和 《1) 的 佑 计 ， 从 而 对 三 素数 定理 给 出 了 一 个 
有 价值 的 完全 分 析 的 新 证 明 。 后 来 一 些 数学 工作 者 对 这 一 证 明 方 
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法 作 了 简化 与 改进 21 an G8 
引 理 11 BORSE x 之 2, ERX g > l, X Di a 53 
gh 


| prs X) = È, Xn)ACn), (28) 
则 对 任意 实数 T. 2T Sr 有 
Ir«T 


T0 (z log?^gx + Éx* log qz )» (29) 


其 中 
im X 一 加 ， 
0; xa2, 
及 1 一 8 是 L(s,X) 可 能 存在 的 例外 零点 > 
i p: Ë FE; 
0, 5 不 存在 ; 


p 一 8 十 订 是 工 (*, X) 的 非 显明 零点 , 0 — 8 < 1，Yy 表示 对 除 


去 二 个 可 能 存在 的 例外 零点 8,1 一 5 以 外 的 所 有 非 显明 零点 求 和 。 
证 见 [92，Satz 4.6] 或 [24, 第 19 章 ].- 


有 时 我 们 把 (29) 式 写 成 
x? X 1-5 
d(x, X) 一 Ex 一 2 - +0 (=Z log a»). (30) 


` 这 里 2 表 不 对 LCs, X) 的 所 有 非 显 明 零 点 pe 一 8 二 Mi (08 


<1) 求 和 . 
引 理 12 (Dirichlet) 对 于 任意 实数 * 上 及 y 251, 一定 存 在 二 
个 整数 b, q» (h, q) = ], 1 pc ipe ys 使 得 
D 关于 上 函数 的 例外 零点 ， 例外 特征 ,参看 第 十 章 引 理 6 及 引 理 ? 。 这 里 是 对 应 
于 i 理 6 的 情形 ， 


* 104 * 


les — 4| <È, i (31) 


证 考虑 下 面 [y] 十 2 个 数 
l, kx — [x], k 2 0, [55 [y]. 
显然 这 [y] 十 2 | [0, 1] 中 , 因而 其 中 一 定 有 二 个 


EM. 它们 之 间 的 距离 不 超过 - 如 果 这 二 个 数 为 


PE 1 
x c [4x]; Led HN £cl, 0 mA kh S [y]; 
则 有 | | 
[Gx — Lex) — (Os — Ex D] = 1o — ki) 


xbox] ES 
Ck] [& 12] [Ed 54^ 


所 以 可 取 
"guy "gay 
这 里 外 = k kos k = Des) — Ds]. 如果 这 二 个 数 为 
kz — [£x], 1, 0O-ck«Iy] 
“容易 看 出 一 定 有 天 > 0), WA 
[ax — [kr] — 1| = [tr — (kx] + 10] « ——— 


所 以 可 取 


<1 
[y] zs Dy! 
+’ ， n a h" : 
(a, k”) Ca”, kY} 
REg =k K= Us] e 1. VER, 
对 任 一 实数 «及 x > 1, 我 们 设 
S?(a, x) 一 2 ACn)eCon)., 


"nex 


qg == 


定理 3 设 4g 为 二 整数 ,x 之 4 并 满足 
(às 4) 一 1， ]zgsrm, 
则 


证 “我 们 有 
se (4. ) 一 2; A(n)e (44) 十 >i A(n)e (4 n) 


s? (4 =) K (atq? + rêgi + x973) log x, 


mai + (gj 1 
= > «(4 ) 之 A(n) + Ot{log:x) 
neia) 
xu uu H 4 之 ux 


x 2; X(n) ACn) + O(log? x) 


——— ; 2; X(br(X)o(x, X) + 0 (log?r) 


« Pi 3 19. X)| + Clg! z), (32) 


上 式 最 后 一 步 用 到 了 - ge <V T Epl) > PF, 在 引 理 11 


HR T = xi, 则 由 工 函 数 零 点 的 基本 性 质 ( 参 看 第 十 章 引 理 5, 引 
理 6) 及 (30) 式 可 得 


dete, x)| « Ep + 2, RUE SEE xi log? x, (33) 
Irigr3 
B» 
由 此 即 得 
X) «xc EN ET 
2: | ) «x Ax E 5 x5q log? x 
82k 
HE Krt x LE S uode 
«2 iei X Irgi 
$2 
se aE ae 
Iei ea - i . 


r 19$ * 


十 xig log? X5 (34) 
其 中 Mo, 2/, gq) 由 第 四 章 (4) 式 确定 、 我 们 有 


-| xd N (0, A, q) = xN (i. A, a) 
1 


1 
十 log x ! PNS, A, q)do, 
i 


TT RUE E gAs, 
N(a, 4, 4) «€ 
K qA) "7" log? qA, 
MAH r AKNA 


1 5 一 4a 
E | d, N (o, 4, q) « x344 log x + log^x | x'(q4) ? de 


1 


Lad Je 


1 
+ log? x | x" (g.4 Y 7 de 


1 
3 


« (ri(gA) 十 z3(gA)i 十 x) logs l 
HER (34) 式 得 


$5 Iple, XY] « Gig + rfg? + x) log! x, (35) 
x . 
由 此 下 (32) 式 即 得 (31) 式 证 毕 . < 
推论 3 设 实数 4 由 (10) 式 给 出 , 则 在 定理 3 的 条 件 下 有 
SDa, x) K (rigt + x*gh + wg + xg7i)log? s, (36) 
证 kast +e, RİA 
S?(a, x) = | e(z£)ds ? (4. ) = S) (4. *) e(z) 
— i [ s (4, ) e(zi) di, (37) 
由 此 太 定 理 3 得 
$9(a, x) « (1+ |z [x2 (rtq? + x95 + x47i)log" x, (38) 
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若 - 


^ Ie|e $2; 
则 由 《38) AZRE GO 式 成 证 。 不然 ,一 定 有 
-s |z| S 
故 得 
, Tag 


由 引 理 12 知 , 一 定 存在 二 个 整数 9 :je 的) m dle x z 
使 


|a — L, (39) 
q *q 
it a = 2 + z^, 由 前 二 式 得 
[z'] «& =a 
2q4 
BARPA g= qb m M BUT MUS 
人 TTE NEN 
L«l-Ó«wnegwikhe s 
BD 
Ka 40 
z Sf. | (40) 
eeu rima , 
4 , x 
gu 
出 此 及 定理 3 得 


so (4. 3 « (xig? dia "P. 十 xq'73) log" x 
q 


« (xg? + xig) log" x, 
53 (37), C33) 式 的 推导 类 似 , 由 此 可 得 


* [ug «* 


SHa, x) « (14 12^ x) (xq7* 十 ziig-B) log" x, 
而 由 (395, (40) 式 得 
| 1x 1x «& 2. 
由 以 上 两 式 亦 推 得 (36) AR EE, 
由 推论 3 ,利用 熟知 的 方法 可 得 
推论 4 在 推论 3 的 条 件 和 符号 下 ,有 
SVa, z) 一 之 log peCap) K (xiqi + rig? 


十 xi159 下 + xq73) log"x, (41) 
及 | 
S(a, x) — 2 e(ap) « (x43 + x59 
Pax 
-+ xad + x4 3)log"x, | (42) 
由 推论 4 直接 推出 


推论 5 在 推论 3 的 条 件 和 符号 下 ， 共 有 Rg SRT”, 1 
« Rx x*, ul a 
So, x) K rR“? log? x, (43) 


S9 (a, x) K Rİ log" x | (44) 
及 | 
Sla, x) «& xR? log" x, (45) 


附注 容易 看 出 ,本 节 记 得 的 所 有 估计 ， 对 充分 大 的 e. X logre < g 
&x log ^''z 时 , 才 是 有 效 的 非 显然 估计 ， 对 推论 5 来 说 ; 亦 即 需要 log'x « R 
grh, 


$3， 复 变 积 分 法 ™ 


本 节 将 在 初等 数论 及 工 函 数 的 一 此 熟知 的 初等 结果 的 基础 
上 ,利用 复 变 积分 法 得 到 关于 线 竹 素 变 数 三 角 和 《1) 的 估计 ,这 是 
比 零点 密度 估计 方法 要 简单 得 多 的 一 个 分 析 证 明 ?. 
| 1) Vaughant*?" 亦 附 落 给 出 了 这 种 三 角 和 的 估计 , 但 他 要 用 到 工 ERE P D h 
公式 . 
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定理 4 Url 
$9(a, x) 一 2; ACn) log Eis e(an), . (46) 
79 
Zi(q.5)-1,1sqsx, ll 
s» (4. =) « arg? log!" x + rêgi logžr, (47) 
证 当 《9， A) =] 时 有 
s»(4, 2 DEDI 


"b ud tar sd 


mt y rT mr, X) + O (Clogs logg), 


其 中 
plr, X) = X, AC(n)XCn) log =, (48) 


利用 中 (9) 2 q logg, IrCO] & V a Raar 
| s» (A. zj « ET si. x) 


d PES S^ [gx, X)| 十 dog's. (49) 


q Xxx 


熟知 对 任意 的 a 这 > 178 . 
| Egs m [Un y = l, 


: 站 十 oo F 
这 里 对 任 一 实数 :|， 一 | ””。 sukaic .l—. Ad 
(4) -im > m 
L’ xf 
ml. A LI 5 3 H 50 
ne m i [ZEGD Zas Go) 


设 A4 二 xtq! log? r, 
MG, X) = S Xan, 


LE | 


| BREEB-Í6log!x], MH Res =a = 1 T -时 显然 有 
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LG, O -hG 2)--hG 0:406. OD. 


其 中 | 
hG, X) 一 $) AGOXODn^, (52) 
hG.X)- C ARa), (53) 
Acna A 
利用 关系 式 
CL LM)-LM, (51) 
L L 
我 们 就 得 到 , 当 Res = a 时 有 


-- E 一 hfl 一 工 M) + hO — LM)— L'M + OCz). (55) 


因而 由 此 及 0) xmi 
e. X) 一 zl. (h( — LM) f 


一 有 EM 一世 'M) 瑟 .ds + O( x7), (56) 


当 XXX< X Bj, SIAE f. ALM, L'M 的 积分 的 线路 移 人 至 Res 
T 得 到 


dis 3) m | f — LM) E ds 
2x1 Ji5 $ 


十 二 f, Hi (h — RLM — L'M) S4 + O(x7) 


2m 


Kx » '/&ü — LM)| E 


es One latm + LM p 241 
b is] 


+ Or). (57) 
利用 Schwarz 不 等 式 , 由 上 式 即 得 
Hle 


3 le, 31& snp (Bh (5 17 22) 
+ gp pal ADY 
r st sap, (Cru) (R rY) 
4 |i ys I 


Xr 


etm en! Len t 


利用 第 二 — 2 pO EM Med. 


(58) 


[1] 2, RET x) < (q + A) log? x 
| [2] X (+ x)| < ey 
[3] 由 于 | 


fi. X) = Denta, dad < 4) log n 
”再 利用 第 三 TA 
Xi 十 ft, x) « (4 + £) log? x 


[4] 由 于 | 
M(5, X) 一 > b.X(n)n^, |ón| s dln) 
n«4* 


故 再 利用 第 三 章 引 理 2 R 
X (ies un (4 + 4?) log* x. 


[5] 24 Res =a "= | + 


时 有 
x 
2; IG HF = > (^ AQ)XDn7* ; 
2/4 nal tla 
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»* A(n)X(n)n^ 


25 Azq«ai tla 


B-1 . 
& B,» 
;j-0 X 
P3 | A) 
€- log! x p (g + 2/4) 5 E UE 
ij-0 2 Aeng tl n 

« (4 + log? z) log‘ x. 

A 
[6] BAH Res = 4 = 1 4- L np 
log x 


1 一 EM 一 Š, Xant o), lesl < 20. 


Acne A 
和 [5] 一 样 , 并 利用 第 三 个 引 理 2 即 得 
2; |l1—LMJ|« ($ 十 log? r) log? x, 

另外 ;我 们 利用 第 三 章 定理 8 可 以 得 到 

[7] 

ja (> IL] ) 上 Ii -KN 4 log 4. 
[8] 
1 — 
把 以 上 所 得 的 估计 [11 一 [8] RA C58) 式 , 并 注意 到 
á= régi log? x 
E £ >q, BI 
2i (plr, X)] & xiqi(g + A)? logtr + xq/ A log? x 


+ xlog!'t « x*g* log2x + xlog'xr, 
由 此 及 显然 估计 dues 37) x loge, 由 (49? 式 即 得 (47) 式 ,证 毕 。 
容易 看 出 ,对 充分 大 的 x, 估计 式 (47) 仅 当 log" x qs vlog -xz 
时 才 得 到 有 获 的 非 显 然 估 计 。 由 此 及 定理 4 直接 推 得 


e ilI3。 


ao rr YY YY m Rn 


推论 6 Xk2.(435)—1,lo"x« R& 4 « xR' ** DUI 


so (4. x) « x R7! log?z, (59) 

由 推论 6 可 以 证 明 
推论 7 r2, (g, h)=1, log”r R&S R7, W 
SD (4. x) « xR^8 log?x, (60) 


证 RO-A-I.Ax m b. 我们 有 
s% (4. x ix) 一 S9 (C. x) 
qj ( ^ 
= | 14 2)5?|—, ) 
og ( ) v x 
+ 2 有 (44). 
^ xs z q 
由 此 及 推论 5 得 到 
log (1 + 4)S® (4. x) « xR7* log? x T àr log 《1 + 4) log x, 


出 此 及 


dus! 
>g +=), "e 


得 
S0 (4. x) « AR log 2x + Àx log x. 
Wi A 一 只 二 log#xz。 由 上 式 即 得 (60) 式 ,证 毕 . 
推论 8 设 实数 4 由 (10) AAH, rz 2, log? x x Rx q 


x xR, 则 
Sa, x) « pR log? x. (61) 


证 “证 明和 推论 3 相同 ， Hac 和 ss 我 们 有 
S?(g, x) 一 N elzas 2) (ž. ) -50 (4 $ z) e(zx) 
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his Ss? (+, r)eCer) de 


-ma $0) (E. x) e(zx) — 2miz pe 一 2riz f - 
dq 1 xR~3 o. 
N log” r « R* « q « (xR-) R75, 由 推论 7 得 
js $9 (4 ; ) e(zi)di K rR s log? x. 
由 以 上 两 式 即 得 
S?(a, x) K (1-F |z |y) xR-is log? x, 


以 下 的 证 明和 推论 3 的 证 明 中 (38) 式 以 下 的 推导 完全 一 样 ,可 推 
得 (61) 式 成 立 , 只 要 注意 到 这 里 将 有 


RAR 
2 2 q 


证 明 过 程 就 不 详细 写 出 来 了 . 


利用 熟知 的 方法 ,可 得 
推论 9 在 推论 8 的 条 件 和 符号 下 ,有 
S9(a, r) xR- log? x (62) 
及 | 
Sla, x) « IRR logs x, (63) 


84. 对 小 了 的 线性 素 变数 三 角 和 估计 


前 面 三 节 得 到 的 所 有 估计 ， 都 需要 在 4 > log r(e 为 某 一 常 
数 ) 时 才 是 有 效 的 非 显然 估计 ,对 于 小 的 g< loger, 这 些 估 计 都 是 
无 用 的 , 但 为 了 求 出 三 素数 定理 中 的 常数 wo (BD: 当 奇 数 N >N, 
时 , 就 一 定 可 表 为 三 个 奇 素 数 之 和 )， 就 需要 对 这 种 情形 得 到 一 个 
有 效 的 非 显 然 估计 . 

引 理 13 i252, 5 21 (0,4) — 1, Ul 


Lir g X) (7,823 
m 3 i = == 一 一 E ma d. 十 3 64 
(i 20 25 zm (qq) e) | FETIP ON 


=g) 


log ? 
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其 中 
y (x) K readies, 
E — 1, — 4 在 在 例外 特征 站 及 例外 零点 请 Moni E 
= 09 S. 

证 明 见 [60, IX, $3 定理 6 ] 或 [24, 第 20 8J”. 

定理 5 Bac t a, (qs A) = 1， 一 定 存在 一 个 正 数 m 
0,4 EXXEJ e x 6. ER x2, 当 

redas «Cod «Dv, qe Jer) g eir 

时 ,有 


bi elap) « gg 4. min ( 
:-AP«x Vg log x 


证 ”利用 引 理 13, 我 们 有 
$9 cap)= M) elap) t Ola) 


&—A4-c-P&x x—4crPex 
(pga 1 


= -人 (中 $3 ep) 02) 
( 


1 
1, aisi) (65) 


id e 41) | e(zi)du(1; g, 1) + Om(g)) 


- "e 2. ($) m Gc A) 
x e(21)di 4 | e (4 ) 
x M eCr)dy Go 十 SUM 


— u(4) * — e(zt) 
pg) 小 log ? dt — Te; ) - XCar (X) 


1) AFAFA AIRE ST X ERSISEG. 
2) 那里 是 对 dx: a, 来 证 了 明 的 ,二 者 是 一 样 的 . 
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x p E eundi + ai CUN) 


多 一 可 log; 
+ O C94) |z |r Aee) + oC. ~ ($6) 
”下 而 来 估计 上 式 中 的 两 个 积分 . 


若 * 一 4 二 Vx, 即 4 >x 一 Vx， 利用 第 二 积分 中 值 定 
理 我 们 有 


fseD 4 OPES 
wz log: 


x—4 log: 


ma y e(t) a: | 十 Oly x ) 
log x /xav«x z 


< coi min (e Ve, h) + OE x) 


1 Tr S 
« — min (4, —À + O x ) 
xe A|z ais) Wa) 
A -. 1 2x 
dian. dd : 
bus * A|x| ton 


Ex—A4£mXx,Wg 


| eG) dt & E max 


ls eÇ zi) dt | 


x—4 log z log t -ARIKE 
A ; I. 
« TS mın (i zs E (68) 
用 同村 的 方法 可 得 | 
F ; 1 
a isz Odi <i p mun (1. Az (69) 


因为 i pa ML Sg 取得 适当 小 ， 利用 [c CX] 
«V4, o(4) » mmm -> Hi (66)—(69) 及 定理 的 条 件 , 容易 推 


H C65) ARY IEE, 
同样 可 以 证 明 
定理 5 在 定理 5 的 条 件 和 符号 下 ,有 
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RE A YY 


S? log pe(ap) « ARLE 4 min (1 ——) (70) 
x-4cpex | NE Alz| 


及 | | 
A log! : 1 + 
p» A(n)e(an) & rr da min (i " pim (71) 


£—Á«s«x q 
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第 六 章 三 索 数 定理 


这 一 章 主要 是 讨论 关于 背 数 的 Goldbach 3838, 这 一 问题 时 
在 1937 年 首先 由 H. M. Buuworpamos"?) 基本 解决 了 他 得 到 了 
奇数 六 表 为 三 个 奇 素 数 之 和 的 表 法 个 数 的 渐 近 公式 ,并 由 此 推出 : 
存在 一 个 绝对 常数 cl 使 得 每 一 个 奇数 W > ci 一 定 可 以 表 为 三 个 
奇 素数 之 和 。 这 一 结果 通常 称 为 Goldbach-BmHorpanom EFE, APRH 
做 三 素数 定理 ,在 引言 中 我 们 已 对 这 一 问题 的 研究 历史 作 了 较为 
详细 的 说 明 . 本 章 将 对 这 一 定理 给 击 两 个 证 明 ,一 个 证 肯 ( 见 $2) 要 
简单 些 ,但 由 此 不 能 具体 定 出 常数 =; 另 一 个 证 明 ( 见 $ 3) 将 能 具 
体 定 出 ci, 在 $1 中 ,我 们 将 首先 对 圆 法 的 思想 作 一 简单 的 讨论 . 

本 章 还 将 证 明 二 个 有 关 的 结果 。 在 $4 CEA 3) 我 们 将 证 明 : 
每 一 个 充分 大 的 奇数 一 定 可 以 表 为 三 个 几乎 相等 的 奇 素数 之 和 。 
一 些 作者 的 ' 同 :0 研究 过 这 一 问题 ， 并 得 出 了 比 这 里 更 强 的 结果 。 
E $5 GEB 4) 我 们 将 证 明 华 罗 庚 ”的 结果 : 对 任意 的 正 整数 
每 一 个 充分 大 的 奇数 一 定 可 以 表 为 二 个 襄 素 数 及 一 个 奇 素数 的 用 
次 方 之 和 ， 


$1. Goldbach 问题 中 的 圆 法 
HN 为 一 正 整 数 , TN) 表示 方程 


N =p +p +p (1) 
的 解数 ,这 里 p G = 1,2; 3) RIAR. ik 为 一 实数 ， 
Sla, N) = >, elap). (2) 


2EpEN 


由 于 对 任意 整数 ! 有 


1 l, £7]; 
| Co)da = | 
o 0, 12 0, 


»1i9«* | 


故 得 
T(N) = Jj (a, N)e(— aN)da, 


(3) 


Zor AZER, 1-0-r«-N. HUE Slo, N) 是 周期 


为 1 的 周期 函数 ,所 以 有 
TN) = | s, N)e(—aN)da, 


考虑 Fary 数列 


P o<, hg) =Í, 184S, 


及 相应 的 一 组 小 区 间 ? 
EL 4d 
a T [^ -4. 4+ 
0 x Aq, (5,4) — 1. I&S. 
显然 当 
Z0 «T 


时 , 所 有 这 些小 区 间 都 在 区 间 | 一 Li 一 L| ps 并 当 


20? — c 
时 ,由 于 对 Farey 数列 中 任意 两 个 不 同 的 数 ^ PA 
1 2 
UNE E RENE 
qi d2 qha Q0 T 


因而 ,所 有 这 些小 区 间 £02, 8) 是 两 两 不 相交 的 。 令 
E, = U J l(4, A) 


1«&q«O O«h«g—1 
(5,q)71 


及 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


1》 有 时 我 们 考虑 更 小 的 区 间 Ka, H= [5 - LL, 3e i], angea 


q 
条 件 C, 这 些小 区 间 就 两 两 不 祖 交 ， 
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w---————— e. = eme m eame osos T MAN e cia rm M m nM mim n nias An rV a RT M = 


1 1 7 
Ej |- 4,1- 4a. (10) 
我 们 把 E, 称 为 基本 区 间 , YARR RERA 


T(N) = T(N) + T(N), (11) 
其 中 
T(N) 一 N Sa N)e( — aN)da, (12) 
T(N) = A S'(o, N)e( — aN)da, (13) 
对 集合 E 中 的 点 ,有 下 述 性 质 : 
引 理 1 对 任 一 we E; 一定 存 在 两 个 整数 g, h, 满足 条 和 件 
(.,43)—1, Qasr, (14) 
使 
PES «ll, (15) 
] g qr - 
XE 在 第 五 章 引 理 i2 THER r= e, y= r, MVE g, 5, 满足 
` (h,9g)—!, I1x4r 
使 
上 oA llgl 
q qr T 
Haco, 则 由 上 式 知 , 必 有 ae E, 这 和 假设 矛盾 : 故 必 有 
479, 
WERE, | 


引 理 1 RRRA E, 中 的 每 一 点 都 是 “接近 (距离 小 于 二 ) 
于 一 个 分 母 * 较 大 "(大 于 2) 的 既 约 分 数 ,而 基本 区 间 E 中 的 每 一 
点 , 按 定义 知 都 是 “接近 ”( 距离 小 于 E) 于 一 个 分 母 “ 镑 小 ” (小 于 


O) 的 既 约 分 数 。 Hardy~Littlewood 首先 猜测 ， 线 性 素 变 数 三 角 和 - 

S(a, N) 34 “接近 ?于 一 个 分 母 " 较 小 "的 既 约 分 数 时 , 取 BEA" BS 

入 ,而 当 。 “接近 ”于 一 个 分 母 " 较 大 ”的 既 约 分 数 时 取 较 小 的 什 . 
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因而 TCN) 的 主要 部 分 是 在 基本 区 间 E 上 的 积分 TQ) MER 
KE E; 上 的 积分 TAN) 是 可 以 忽 覆 的 次 训 项 .。 这 就 是 Hardy- 
Littlewood 所 提出 的 圆 法 的 思想 . 为 了 实现 这 一 方法 ,就 要 选取 适 
当 的 8 及 r+, 一 方面 要 计算 TCN) 的 主要 部 分 ; 即 积分 

TN) = | S$(m,N)e(—NeMa, 
另 一 方面 ,要 估计 积分 

TN) 一 | Sla, N)e(— Na)da, 
并 证 明 它 相对 于 nO 来 说 是 可 以 忽 路 的 次 要 项 . 计算 主要 项 

TiOND. 的 困难 ， 可 以 利用 Siegel-Walfisz 定理 (DV T ES] 2) 或 

Page 定理 ( 见 下 面 引 理 7) 来 克服 。 利 用 Siegel-Walfisz 定理 ,证 明 
要 简单 些 , 但 由 此 不 能 定 出 常数 cv 所 以 称 这 种 方法 为 “ 非 实 效 方 
法 >”， 我 们 将 在 $ 2 中 讨论 这 一 方法 。 利 用 Page 定理 将 使 证 明 复 
杂 一 些 , 但 可 以 定 出 常数 cs 所 以 称 这 种 方法 为 “实效 方法 ”我们 
将 在 $3 中 讨论 这 一 方法 ， 估 计 次 要 项 TUN) 的 困难 ， 主要 在 于 
估计 三 角 和 (2)， 这 一 问题 我 们 已 在 第 五 章 中 解决 了 ,并 给 出 了 三 
种 不 同 的 证 明 方 法 . 


52， 非 实效 方法 


WA AL 是 二 个 适当 选取 的 正 数 , 现 取 
Q-—log^N, t=N log” N, (16) 
uN 足够 大 时 ,条 件 (8) 显然 满足 ,这 样 ,就 相应 地 由 《9), 《10) 式 


确定 了 集合 E, E». 
首先 ,我 们 来 计算 基本 区 闻 Ei 上 积分 TN). 
引 理 2 (Siegel-Walfisz) 设 x 252, BDASIEERIEDE REGERE 4 


> 1, 及 任意 的 整数 9，? 
| 委 4 < log‘ x, (4, q) = 1 


有 渐 近 公式 
"122° 


m> 


plr; g, D) = — LÀ + O (rev), 17 
(x; 9,1) 26) (xe ) (17) 


dix 
中 (9) 
成 立 , 其 中 常数 c; 仅 依赖 于 4. 且 O 常数 是 一 绝对 常数 ?， 

证 朋 可 见 [24], [29], [60]. [81], [92] 等， 但 这 里 的 常数 
ca 是 不 能 实际 计算 出 来 的 . 


引 理 3 设 实数 4 一 也 十 ze ICa, ACE MA 


alz; q, i) = + O (xe7^ lee 9) (18) 


S(a, N) = AG. S EGN) + oO(Ne-oyiam)。 (19) 


"ICE 22-2 log 7 
证 我 们 有 
sem 2 re) oto 
ip, g= 


à > e (4 ) A e(zt)dx(t;4,1)+0O(logq).(20} 


由 引 理 2 知 , 当 4 生日 一 logt N 时 ,有 


uli; q, lm SE), R22, Ga) =l, 
中 (9) 


其 中 
7 tt] X pei Der, £252. 
所 以 
N a d N e(zt) jt ` 
|; enan e D= Sos ort |y edr (D. 


OBUPÓGH je] <r — N logs N, 所 以 


1) 亦 可 以 还 并 ; 常数 e -ARR SUO MRADURUBUT. A, 这 时 的 大 0 常数 
棵 是 不 能 计算 出 来 的 ， 


err 


| ez2)ady (E) K Ne-aviss 十 PINO |ar 


K Ne-v enN, 


由 以 上 两 式 及 (20) 式 即 得 | 
eC) grt O(N wE, — (20) 


S(a, N) 一 nol . log : 
此 外 我 们 有 00 
ja de 一 名 E— m g E . 
ECCE» EDUC 


ter! du) dt & b3 (— log? n ub 


52-2 


| 


y 7l « i+ (log N57, 


«1-t m 
—— le lz] S i = N logh N, Bib R QD BUTS (19) 
X ur. x 

引 理 4 ZEM N z 2, 则 级 数 
Q2). 


物 对 收 伍 ,其 中 Cs( 一 N) 为 Ramanujan 和 (第 一 章 〈18 )7, 且 有 有 


&,(N) — TI (1 rum II (1 tul (23) 


k 
BED C4,(— N) = &CN) + 0O(0™ T 9)5. (24) 
io 中 
证 和 地 | 
(a) a —d.- « q^ (loglogg)", 
| r C N)| < 3 S « q” (loglogg 


p Ca) 
所 以 《22) 式 右边 级 数 绝对 收敛 , 并 由 上 式 即 推出 《24) 式 再 因 
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AE CC N) È a IRES A 


S, (N) = II ü- remm 


ifu 
NE P= 1, plN; 
E jm PIN, 
BA EZAR (23) 式 , 证 毕 . 
推论 1 4N 为 偶数 时 ， 
GN) 一 0， (25) 
1 N ARAI, 
S, (N) > E .. Q6) 


证 (25) 式 是 显然 的 。 下 面 来 证 明 Q26)5X. p Q3) 式 知 ， 
当 NN 为 奇数 时 ,有 
CR SMS MERO MA PNE 
Oe Il 4 (p— S)? Il (: (n 一 x) EA 
证 毕 . 
引 理 5 33422,2522 We 


n= 1e) N - No oer) | (Q7) 


证 由 引 理 3 容易 推出 : 当 ce (4, Aht, 


ace Ri d ua) TEE 
Sa p ad PIANOS 


deo x, DE BL 


五 十 工 
T(N)- Y x * $(a, N)e( —aN)da 
2 之 t 
- . ua) 3 e(zna)YV 
155s0 D (q) LE vf, > log z 
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re m. mr mi rnm mii mni mmn má pm pi nm ee ar pen cene uum cde rs A PPP) SHIP d RAUM PP Po n 


X eC—aN)ds + O(Ne -yi 有。 (28) 
利用 熟知 的 估计 


N-t , ` 
S) e(an) « min (N, a ; (29) 
n-—2 - 
e(zn) a (一 ln A 
m log 7 TOR log N ? (z) log x) : 
elza) x ou) « (= ^1 -) 
ii log 5 EO. log ps ies n. - log N 
N dt N 
mu AE R + 0(1) « -一 一 ， (31) 
Jj log £ log N a) S Tet 
我 们 可 得 
1 N-1 i N-1 3 
t. ezn) es ( «oy eC—2N)dz 
E [53 log 4 2, log N ( 
r 1 N-I N-—1 
rT elzen ) - eCzn) 
"RN Ja 之 logs 之 log N 
N-1 N— 1 » 
s E zw eCzn) a 
(I5 log 5 5-2 log N ) : 


i , 2 
N z . N 1 
« —— | [min 一 -一 一 一 | dz 
j log? N J-t ( log N? |z | log N 


< a EN E MEE TT 
由 此 及 引 理 4。 RD REE 
quoe e N "Piero. ese 由) | 
* b (X een) ) e(—2N)dz + O EW -N-). (32) 
利用 估计 《29) 式 易 得 . 
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| (S (o2) e(--2NDdz & 1， dz « r 


T 58-1 i z? 
及 


N- 


全 » 202)! e( —2N)ds « v, 


E] "- 


M 4, 22 2 IS EL E Pisis MA (32) 式 立 即 得 到 


uid ela) c 
iuc log N (> $'(4) i ») 


x f, Ex Gen) ) e(—2N)Mz + of . G3) 
再 利用 等 式 


N-1 


jl (> eG) e(—2N)dz = b» : 


n-1 sBatnitn,—N 
2&5, 04» 5, N—1 


2 
X + O(N), 


由 (33) 式 及 引 理 4 推 得 
TN) = L( X; -2 col—N)) 


legap pCa) 


2 
N 0 (一 一 a ^ — (34) 
log! N logt N: 


X aSk hA QA) 式 即 得 Q7) 式 , 证 毕 . 
-其 次 ,我 们 来 估计 余 区 间 E: 上 的 积分 TN). 
引 理 6 适当 选取 正 数 A. 加 。 可 使 当 a€ ERNA 


N 
> , : 35 
Sla, N) « rN (35) 
及 
N° 
一 一 一 36 
T(N) « DEN (36) 


Xo 著 利 用 第 五 章 定 理 1, 则 选取 为 一 么 一 10， 这 时 ,由 引 
理工 及 第 五 章 (18) 式 推出 (35) 式 成 立 ,进而 得 到 
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N [fia 
xl |S (a, N} |da 


log’ N Nc eCCp £2) ) log^ N? 


这 就 证 明了 (36) X. 

车 利用 第 五 章 定理 3 推论 5. 则 选取 为 一 4 = 30, 这 时 ,由 
引 理 1 及 第 五 章 (45) 式 亦 推出 (35) 式 成 立 、 由 此 和 上 土 面 一 样 可 
推出 (36) 式 ， 

若 利用 第 五 党 定理 4 推论 9， 则 选取 加 A1 92, 这 时 ,由 
引 理 1 及 第 五 章 (63) 式 亦 推出 G5) 式 成 立 , 同样 由 此 可 得 G6) 

“由 引 理 5， 引 理 6, 引 理 4 推论 1 及 (11) 式 立 即 得 到 下 面 的 
定理 及 推论 . 

定理 1 对 于 奇数 N 表 为 三 个 奇 到 数 之 和 的 表 法 个 数 T(N) 
有 渐 近 公式 


/NY 
T(N) = 1 SN) 人 +0 = xj 7) 
成 立 , 其 中 S (N) 由 e 式 确 定 且 
SN) > 这. 


推论 2 存在 一 个 绝对 常数 c1, 使 得 每 一 个 奇数 N 之 cl 一定 
可 以 表 为 三 个 奇 素数 之 和 . 

这 样 就 证 明了 三 素数 定理 ， 但 由 于 我 们 利用 了 Siegel-Walfisz 
定理 ,因而 这 里 的 常数 ea 是 不 能 实际 计算 出 来 的 . 


$3. 实效 方法 


本 节 将 利用 Page 定理 代替 Siegel-Waltisz 定理 来 计算 基本 
区 间 E, 上 的 积分 TCO), 由 此 推出 $2 中 的 结果 ， 且 使 得 其 中 的 
常数 是 可 以 计算 的 。 

现在 我 们 取 
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rN mp me ri ee rem 


O = log! N, rw N log^*^ N, (38) 
其 中 因为 一 适当 的 正常 数 , 当 六 足够 大 时 , 条 件 (8) 满足 ,这 样 亦 
- Ei O), (10) 式 相应 地 确定 了 基本 区 间 Ei RAKE Ez. 
首先 ,我 们 来 计算 基本 区 间 Ei 上 的 积分 . 
. 引 理 7 (Page) — E my 3, 则 对 所 有 的 模 ? « y, 可 能 
除去 一 些 “ 例 外 模 ” ?一 一 这 些 4 一 定 是 某 一 个 可 能 存在 的 
do qo È log? y (loglog y)7*) 的 倍数 一 一 以 外 , 24 (4,1) = 1 时 有 


a Lix -c lag x -ii Le 
z(r; fs 1) — PT 十 O(xe 6 z ) 十 O(xe log y). (39) 
aq P 


成 立 , 这 里 的 大 0 常数 及 e. 都 是 绝对 的 可 计算 的 常数 . 
UERJ AL [60, IX, xg sl 6, 推论 31. 
引 理 8 当 因 之 2 时 ,我 们 有 


1 N? N? 
TN) - SN) N+0 mo (40) 
其 中 大 0 常数 是 可 以 计算 的 绝对 常数 . 
证 在 引 理 7 中 取 


ym exp 人 log N ) 
(loglog N)? 


TN 足够 大 时 有 

| log? N — y EVN, (41) | 

UE EAS T 中 的 qo 存在 的 话 必 有 | 
4o 7» log? N (loglog NY”, (42) 

BO y «NN SeN, «quy qq. (q1) 一 1 时 ,由 引 

EB 7 知 必 有 


Lix 
x; g, i) = — — 
aey (4) 


故 当 9 og N, gtg, lz] < ÈA 


+ O(xe7* (log log 2n i (43) 


S elp) = | e(22da(/5 q, D + O( NP) 
sa e 
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M Ama mmm m pi mns emer nm rmn PII ld PHA a Cn Ide rE we VER OF TY pL Ri 


"3! CD d, + O(N e-us log N3) 
CO YN log : 


2 Li. [^ een) d 一 cl (log log N) 
pay . lg + O(Ne7ntos ^. Q0 


各 引 理 3 的 推导 完全 相 类 似 ， 可 证 明 , M ac E, a A a, q 
< log’ N, qtq» 00 4) = 1, |z |«c 时 有 


I FIOI elan) Te 一 cf1om log N)T 
SCo, N) CO 5 een re + OCNe™ Y»). — (45) 


出 此 出 发 ,和 推导 引 理 5 中 的 (34) 式 完全 相 类 似 可 得 
Sv (C op, NYa (—aN)da 


il&q«log3N AÀ-0 |. 
Š Foti 


-i( bah BD TE m) 


2 de st N pCa) 
M 
S (m 3 (16) 
这 里 当 现 的 常数 都 是 绝对 的 可 计算 的 常数 ， 
Hk 6 «0.05 为 一 固定 的 充分 小 的 正 数 ， 由 第 五 章 定理 5 4, 


—E 7 + 2€ 1(g, 4)C Ei. galgo 4 x log? N IF] Ty 


log? N 


S(a, N) « DIRI? min e A (47) 
4 lgN N|z| 


由 此 可 得 
5 b Sa, H a 


1«e«log* N a=0 
A 


3 3 
« b pCa) P Contes 人 全 , (min (1. 1 ) dz 
Las log? N q Vg q log? N "7t i 


N? 1 N7 Y» 1 


log" N acasin W g PT log?- EN E dogs TE 
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No 00 N 
golog? N £ log^* N" 
上 式 最 后 一 步 用 到 了 :; NRAKA, g> log?~ NN 以 及 选取 
e < 0.05, 
此 外 ,我 们 有 


« —ÀÓ 
Iur. loga N C, ) E 1««« logi N $!(4) 


(485 


2 
« MP (loglog Lo N) 


Icas log: N g 


< Cleg log log N)? i 
ME « lo N (49) 


Ei (46). (48) K (49) 式 即 得 G9) 式 , 证 毕 ， 
引 理 9 适当 选取 正 数 2， 可 使 当 ce zz 时 有 


$a, N) & — us | (50) 
及 
N? 
TAA) LN... 51 
AN) « s G1) 


证 由 引 理 1 知 , 对 任 一 a€ E 一 定 存 在 二 个 整数 9» hs W 
ER 
(h,g) = 1, log? Naq SN log ^N 
使 


ES ; 
log: N «:q « N log ^N 
时 ,和 引 理 6 的 证 明 一 样 , 若 利用 第 五 章 定 理 1, MHR 入 一 10; 若 
利用 第 五 章 定理 3 推论 5, 则 取 u= 30; 若 利 用 第 五 章 定理 4 推 
pos 则 取 2; = 92, 可 得 
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N 


S(a, id K URN (52) 
而 当 
bd N«gqsxlog?*N 
S(a, N) « 一 一 一 一 lo E (53) 


Ei 62), (53) 式 就 得 到 了 (50) 式 , 由 此 容易 推出 《51) 式 , 证 毕 . 
FH5|38 8, 引 理 9, 引 理 4 推论 1 及 (11) 式 立即 得 到 下 面 的 定 
理 及 推论 
定理 2 ———— Á À T(N) 
有 渐 近 公式 


H N? 
T(N) = SCN) À - o (s (54) 
成 立 , 其 中 O.0N) 由 AHE H. 
1 
SO) > 2j 


此 外 :这 里 的 常数 是 可 以 计算 的 绝对 常数 ， 

推论 3 存在 一 个 可 计算 的 绝对 正常 数 c*， 使 得 每 一 个 奇数 
N 之 ec? 一 定 可 以 表 为 三 个 奇 素数 之 和 。 

附注 在 Goldbach 猜想 以 及 其 它 许多 解析 数论 问题 的 研究 中 , CETERI 
用 各 种 加 权 三 角 和 ,例如 


SOXa, N) = J| logpe(ap), (55) 
1«9«N : 
或 
Sw, N) = Y, A(n)elan) (56) 
ics«N 


来 代替 5(w, NM)， 这 样 做 的 好 处 在 于 可 以 直接 和 上 函数 相 联系 而 利用 二 函数 
的 性 质 来 进行 研究 。 这 时 祖 应 的 积分 


TUN) = I (O(a, N))!e( — «N)da 
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u 0$ dap og p: logos G7) 
ptr tnytN 
IKP s pra D3SN 


TUXN)- [5 (a,N))*e(—aN)da | 


= DB A(2)A(Q)4(0).. (58) 


并 且 容 易 证 明 T(N) , TON), TN) 之 间 有 下 述 关系 式 成 立 : 


TON) = TON) + O(N log* N), (59) 
s log log N NV TC (N) N* 
TUN ( dd ( lbg N )) eN t d ( log" x) ($0) 


其 中 了 为 一 任意 大 于 4 的 常数 . 


$4. 奇数 表 为 三 个 几乎 相等 的 奇 素数 之 和 


定理 3 存在 一 个 绝对 正常 数 cn， 使 得 每 一 个 奇数 N 之 cm 
一 定 可 以 表 为 三 个 几乎 相等 的 奇 素数 之 和 ， 即 对 于 奇数 NN > cw 
方程 


N =p tp tp : 
| - 


N irs 
pio 73? i= l, 2,3 


am. 

证 ”证明 的 方法 和 定理 1 完全 一 样 ， 所 不 同 的 只 是 对 余 区 间 
上 的 积分 估计 这 里 要 用 第 五 章 定理 2 来 代替 原来 所 用 的 第 五 章 定 
理 1. - 

设 N 为 足够 大 的 奇数 ，e > 0 为 一 充分 小 的 常数 ， 令 

A = Ne TEVEN, i 

现在 我 们 取 | 
Q = log? N, r= A!N-1Q7, (62) 
当 N 足 够 大 ，& 充分 小 时 ， 条 件 (8) 显然 满足 ， 这 就 同样 由 O), 
(10) 式 相应 地 确定 了 基本 区 间 E, 及 余 区 间 Ez, 


t433" 


eom creme g vm nnum e ch cmm ocn e bet nos os nmn oe ap TT ee er Ré ah o a oes 


T(N:4)— 23 b (63) 
RV OR il pom 
S(a; N, 4) = b elap). (64). 
aM l 
我 们 有 
1-4 
TCN; 4) = È, Ca; N, A)e(—oN)do 
= TOS 4) + T(N; 4)» (65) 
其 中 | 
T(N; 4) 一 f. Sla, Ny 4)e(—aN)4a, (66) 
T(N; A) 一 f. (a; N, A)e(—aN)da, (67) 


我 们 先 来 估计 祭 区 间 E, 上 的 积分 Ta(N; A). HISURE 1 及 第 五 章 
定理 2 A. a € EHE 
, 4 

Sla; N, A) « log? N' (68) 

由 此 及 素数 定理 易 得 
a 
| TAN; 4) € -f x s Ns Ohia LAS. (69) 
下 看 我 们 来 计算 基本 区 伺 E 上 的 积分 TON; 4)。 所 用 的 方法 和 

$2 中 计算 T(N) 的 方法 ( 即 引 理 3, 5] BE 4, 5| 88 5) 完全 一 样 . 
所 要 注意 的 是 我 们 这 里 s 是 一 个 可 以 取得 任意 小 的 正常 数 ， 


首先 ， 类 似 于 引 理 3 的 讨论 可 得 ， 当 am + s€ I(q, À) 
CE 时 有 
S(a; N, A) 


Fre ACLL O (ders, (70) 
(4) —M log ^ 


由 此 易 得 
BELE 


加 一 一 ”一 一 = am -vs tumor —— o 一 一 = moa. 


的 TON 
inr $a) ( log 2 
FOC nn), CD 
其 次 ,和 引 理 5 的 讨论 一 样 , 只 要 利用 估计 


` e(zn) « min (4. a5) 


Hace ea 


N. N 
EJ Acna tA 


elzen) , |. ( A 1 ) 
log 7 NS log N^ (2) log N 


NX N 
3 Ane; 1 +4 


及 


A 
六 一 一 一 
log? N 


| e(zn) . e(zn) 
N log n log N 


NAcneN+4 Nene ea 


3 


米 代 痊 引 理 5 中 的 《29), (30) X (31), 可 得 
TN; 4) e ( $5 L2 cl—N)) 


ixe«o (q) 
x " ( 2 3] e( —5N)dz 


T N Lana 
+ O( Ate tif ER) 


B I (2, RI cC w)) 


A? | 
BR n) (72) 


X S4 UidüymN 
N 4p np ny ra ` 


3 
1 一 > Y > 1 
Dad. ED.XLN N Acn «e " Di "5,3y—N—7, 
3 


N 3 = N 
H—4«n, np ny EA 3 N -Acap 0 4 


+ >, bI 1 


N N A+ N-t 
E n i 


N— «n ng ra 


-5 5 1t», 2, ! 


4  dikds—d Q«di«A  dztda——di 
ven -acir d3«4 -Á «di, IKA 


此 外 ,我 们 有 
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= $, Q4—d)-c A, (24 — dj) 


D« dí 4 
*0(4)234 c oc). (73) 
从 以 上 二 式 及 引 理 4 即 得 (这 里 9 = log? 


TN 4) - ( $5 Ea c7) 32 


ferr 
log? NC log* N 


«geo p H Ms 
S Te : m O (4 -)- i 
El (695, (74) 及 (65) XX, diio 
. A? 
T(N: 4) = SN) —2— = F +0 "I (75) 
”这 样 ,我 们 就 得 到 了 方程 
N = pi +t p+ p 
NM í21,2,3 
3 3 


的 解数 的 汤 近 公式 。 这 里 ， 当 入 为 奇数 时 ,由 引 理 4 推 沦 1 知 
S, (N) > v 这 就 不 但 证 明了 我 们 的 定理 ,而 且 也 得 到 了 表 法 个 
数 的 渐 近 公式 ,及 

pom Io O (Ne-7*loEN) s lz:x 3, 


证 毕 . 
§5. N-—pcl1pdgp 


本 节 我 们 要 证 明 华 罗 庚 ”的 结果 : 设 & 为 一 给 定 的 正 整 数 ， 
则 充分 大 的 奇数 一 定 可 以 表 为 二 个 奇 素数 和 一 个 奇 素数 的 灰 次 方 
ZR, Mk 1 时 ,就 是 三 素数 定理 。 设 
Sla, N) 一 Z4. e Capt) , (76) 
dep 
则 方程 Rs 
N =p patpi Q>, f= 1,2,3) 


= 1360 * 


的 解数 
TN) = | Sla, N)S,(a, N)e(— Nalda.: 


和 证 明 三 素数 定理 一 样 ， 我 们 将 应 用 圆 法 导出 TN) 的 渐 近 公 
X. 并 由 此 推 得 所 要 的 结果 . 证明 的 过 程 原则 上 和 82 一 样 , 但 这 
里 更 为 复杂 并 需要 克 节 一 些 新 的 困难 ， 这 都 是 由 于 需要 讨论 非 线 
性 素 变数 三 角 和 (76) 式 所 引起 的 . 

为 此 ,我 们 先 来 证 明 一 些 引 理 . 

引 理 10 EXI, 


po ry A H ; (< i. 


我 们 有 : 
(i), Ti 4 = qid (a; q2) Ba 1, M 
Cla, k) zm Ca lagi, &)C s, (agim Å); (77) ， 
Gi). ix | 
B,(N, £) 一 2; Cla, be (7x). (78) 
则 B,CN , k) Æ 4 FRAR. 
证 我 们 有 | 
cies m DY 21 e (F Gao at) 
j=l dil 


— Y (giis + qui), 
由 此 即 得 (577 )， "i. G. 设 giga = qs (4:407 1, 利用 
C7) RNE 


BN D = DY Co adi" OC. Gt De (— EN) 


arl €;-71 


T > > TACTHE Å) Ca Coa, Å) 


“137% . 


xe ed «(7n 
再 因为 从 (41, 4:2 一 工 可 得 


Z^ (2 t pee 815 
| Ca Cad >Å) 2; (a (1q2) ) Ca kR) 
以 及 
Ca laago k) 一 PROP D. 
由 以 上 三 式 即 得 
B,ON, k) = Ba (N, k)Ba, CN, k). 
这 就 证 明了 Gi), 证 毕 . 


引 理 11 设 为 素数 ,整数 不 1, 整数 4, (4,p) 一 1, 以 及 


d—(t.p— D. 我 们 有 
» (£8) «c-r. 


(79) 


证 设 8 为 素数 ?的 最 小 正 原 根 , (0. p) 一 1， 以 indw 表示 
以 8 为 底 的 4 对 模 8 的 指标 , RAT. 当 d]p 一 1 时 , n 为 模 p 的 a 


次 非 剩 余 的 充 要 条 件 是 : 
之 e (esi 一 0: 
以 及 , 34 dlp — 1. n AR P BJ d 次 剩余 的 充 要 条 件 是 
1 < ‘indn. 
ee 
且 这 时 
x? 9 n(p) 
Hi rAd, BU 
fe (iin ， pim, 
X(m) = | p—1 
0, pim, 


1) 有 关 原 根 ,指标 SER ECAERUREIAIREIEUS D1], [80], [137], 
. 138- 


(80) 


(81) 


TIT AE Xxx 


这 是 模 p 的 一 个 特征 , 且 模 ?的 全 部 特征 为 
X(m); X (m), t. XII (m), 

电 于 同 余 式 

xz np), pin 
Sin WER p HI d KIERRE, 25 0 为 模 p 的 4 次 剩余 时 对 
模 p 有 个 解 , 故 由 《80), 《81) 式 可 得 

P " -i Ph 

> (En) Ic» < (2-1) 


wl T=] 


mir Si e(t) S (22) 


n=l i=l 


d vs (= 2 > QD) ** 


—1+ D3) 5 G7. (£7). 


j—1 #=1 


由 第 一 章 引 理 3 的 推论 及 引 理 6 知 : 


PXC T e(t) «n, 1«&j«d—1 


及 
"E Pis Fa £e-1 a 
2 (X05)) 4 e(a) m= 2; (2 n) = —], 
综合 以 上 三 式 即 得 (79) 式 , 证 毕 . 
推论 4 在 引 理 11 的 条 件 下 ,我 们 有 
ICa, O| «aV p. (82) 
引 理 12 ir ARROEN kl, plk 令 
p PLE 
sl, p—2. 
则 当 整 数 上 之 > 时 ,有 | 
C, (a, k) 0, (a, p) — 1l, (83) 
证 i= ht hp, 我们 有 
` "139 ， 


pi—(s+1) prtl 


cr 有 一 D D e (50 npn) 


hal A-l 


pt-G ED #+1 
so (5 (It + Um) 


filo dii 


» bid «(5 n) a um n) = 


É z 


证 毕 . | 
引 理 13 对 任意 小 的 £ > 0, RITA 


Cala, kK) K gtt, (asg) 1, (84) 
这 里 的 《常数 仅 依赖 于 万 及 6. 
证 Wa 的 标准 分 解 式 为 让 … ps 令 a; "s 1«j 
< ^, 由 引 理 10, (77) 式 得 


C, (a, k) — II C iii; k) 


= II C Gi, k) I C Gn; K). (85) 
Hm PAR 


由 引 理 12 51, 24 p; | & FF L1. eril. 《sj 2 D. 我 们 一 定 有 
| Cake 0] «pit x pyi, pi> 2, 


及 
IC Cis D] < 26 s 2pbi, pio 2. 
7 


E 
Te, Gi 9| <24, 
-BHE 5 pik ESTE 12 GXM s = 0) 及 引 理 11 推论 4 得 
GR 4, = (k p; — 1) 

TI cpn «| H cad) 


p;'k pitt. prn 
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--— ""—— P n E 


k 
H Cp, (aj, e 


$ 
H C (i; e 


j-1 il 
pitz, pjd Pitk. pja 
ppe E E Le 
L 0 5c a 
ia 
< li dV pi ll dV Pi < kag? 
i=l 一 人 
Pk. piel pk, pom 
p; «xit p» ks 


由 以 上 两 式 即 得 《84) KEHE, 
引 理 14 惕 有 8 为 正 整 数 , 则 级 数 


e, is 一 ; EU > 
(N, K) 之 PD B,(N,. X) (86) 
sexe. Ho Dr; 
到 B (N.k) 
&(N, k) II (1 a: cene, (87) 
及 对 杜 意 小 正 数 s 有 


HD p (NR) = SN, K) + O(Q-1^). — (88) 
1«&3«0 pCa) 


证 由 引 理 ANEREN 6 2 078 


HOR SY I de 
| pCa) 50 0| < ep oi or 


这 就 证 明了 《86) SCEGARUZR SCEON USE BUR GHARI. hik 
及 引 理 10 Gi) 即 得 C87) 式 , 证 毕 . 

推论 5 当 NN 为 偶数 时 ， 

| SN, o 一 0， (89) 

当 六 为 奇数 时 ， | 
S,(N, k) > 0, (90) 

证 ” 当 入 为 偶数 时 , 21N, 这 时 有 

BN, k) = —1, 
故 由 (88) 式 知 必 有 SN, K —0. 42N 时 ,有 
l BN, Å) =1 

LX 
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|B;(N, Dis -—1», 
MÀ pI3H.mG 
1 十 reden: = 1 — a 之 一 


—]» pP—1 2 
BTISTR (88) xvi cin 故 由 此 推 得 (90) 式 , 证 毕 . 
为 了 估计 三 角 和 (76) 式 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 . 


引 理 15 (Bnaorpano8》 设 实数 o = " | «^. 


(4,4) 一 上， 再 设 加 > 0 为 任 一 实数 ， 则 当 1 之 29401 十 A Ej, 
Xj logi N Sg < Nlog^N f 
Sla, N) « ut log ^ N, '" (9) 
这 一 结果 是 属于 H. M. Barorpaamoa 的 ， 它 的 证 明 亦 是 利用 
第 五 章 $1 所 介绍 的 BaaorpanoB 三 角 和 方法 ， 这 里 就 不 证 明了 ， 
可 参看 (1331, [134] 及 [48, 定理 10]， 
现在 , 应 用 圆 法 来 证 明 我 们 的 定理 ， 设 2 为 一 适当 选取 的 正 
常数 , 取 
Q = log? N, t= NỌ =N log? N. (92) 
. HN EREKE RG) WE, 故 亦 由 《9), (10) 式 相应 地 确定 了 
基本 区 间 E: 及 余 区 间 E. HA 


TN) = E Sa, N)5,(a, N)e( — NaMa 


= TaN) + TXN), (93) 

其 中 | 
Ta (N) 一 | Sa, NYS la, N)e(—Na)da, (94) 
TzN) = f Sla, N)S,(a, N)e(— Na)da, (95) 


利用 引 理 15 马上 就 得 出 余 区 间 E 上 的 积分 Ta (N) 的 佑 计 : 
引 理 16 51 29 时 ,有 


NU 


k 
T,LxN)« t 
e) « CS (96) 
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证 由 引 理 15 得 | 
E: 


logi N 


Nt Ista, N) lda « 


F 
TN) < 
piUN) "yd 


下 面 我 们 来 计算 基本 区 闻 E 上 的 积分 TiN). 
引 理 17 设 * 为 实数 ,六 之 1,N 之 2, 则 有 


SEER «amin Nk, ka), (97) 
"elzn) /Nt layt m 
2i «ani e)" (s) < N-E, (98) 


证 ”我们 有 


N elzn) 
> m 


22-72 


以 及 《zy 2e 0 EE RID. Abel 求 和 及 估计 (29) 式 ,有 
e(zn) a e(xn) | b$ e(zn) 
2; 1- 之 1 


1 
1 一 r LAN L 
ach m WS p k 


N 1 1 
<>, KN, 
"23 , 


i 
1— 
n * 


将 ID 


AORE: EL «& a (y, 
这 就 证 明了 《97) 式 ,由 (97) 式 立即 推 得 (98) 式 , 证 毕 . 


引 理 18 IRH o= = + zE Ia, )C Ei, 我们 有 


N—1 
Sia, N) 一 Cah, R) j eln) 十 OCN* era TER y (99) 


$(4) n=2 2e log n 

证 我 们 有 

S,(a, N) = M e (^ i) 2 e(zp*) + O (log 4). 
Pax. zi LcpeN* 


pzci(q) 
和 引 理 3 的 证 明 类 似 , 利 用 引 理 2 有 
sie 


pp A e(zg*) = W elz jdxlt; ġa 10) 


2cpe«N 
pz 


i r 
一 一 -一 MEE LGE) 4, + o( Nt eal ER) 


plq) 7 log: 
= » dm) o qu + O(N eco IR 
plq) ^* (log 2 Ja * 


== E m d BC + OCN e-t IRR) 


2 1 


pla) p * log v 


一 BUR eun) 4- O(N*e -aiEN 
plq) zz Mc log 5 
由 此 即 得 (995 3X ERR. 


引 理 19 当 ) 之 3 时 ,我 们 有 . 


3 AE LUN T 
T) = LELS05 D 1S + o (ar). qo» 


log N 
证 ”由 引 理 3, 引 理 18 及 引 理 14, 我 们 有 
TAN)= > SU ido SHa, N)S(N , a)e( — Na)da 
1«e«Q #=0 ih 


sav, p (^ (S ey 


log # 


ud 


«qgq«O —} 222 
x "n HN) eeen) ) e( —zN dz 
a—1 y -4 log 2 


+ OCN MEN CIAM (101) 


由 于 
»3 (e2 — elan) 一 em y. 


1 
n * log # "e log N 


' n1 


N-1 
I ( 1 1 ) 

X » = 
x ik Mog n” log N 


了 入 二 他 
=i y 
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N 1 (+ 1 
=] 一 一 dt + OU 
f; Di log £ is N a) 


=| c à „de + A aa 
由 此 及 (295, (30), (31) ees 17 可 得 
IG ey m) 


naz 


= b sd] » rm e Ns 


-人 Gic» my 


一 (S cn | e( —zN )dz 


5-3 log N 


f Ger m 


N i mE le$) 


« " 
log’ N/ 1 Mog N log N 
-1 
X min ( ER | Li) dz. 
log N ” log N? 
ES P 
N* (*.— A s? NU 
min -- £ « ————. 
log? N 7.1 log? N? log? V log* N 


由 此 及 引 理 14, 从 C101) 式 推 得 


TN) 一 二 5) A p TAS 


N-i 
MEC 
log? log? N ize $4) (3 ) 


« 142* . 


- 
T 


x (S o) e( —2zN)dz V oyt" log^* N). 


o” (102) 
由 引 理 17, (292 式 及 % 之 1 grs 
( Es Gn) (s m) Nn 


} 


i 1+ 
dx x QUEM ， 
Tg log N 


<f 


同样 有 


-l N-i 


a 全 eem) $3 25) e(—zN)dz « n 


n2 


An 14, M C102) 式 即 得 
di (4) p BN, k) | (5 e(zn)) 


p (uxo pq) 


x ($ 2x e(--2NDds + O (5) (103) 


T(N) 一 


naz lo og UN 
TUER sd 
t (S ;«62) (3: ri) e( —3N)dz 
1 1 
n 9, S, 7 "5 a 2; 1—4 2; » 1 
Pg Ws EE AR E 
wn N — h FOD 一 nf? 2i 
is4«N-l . Eg a E ES 


EN G Jw Ji vk 
| di + OCN) "E + O(N), 


由 此 及 引 理 14， Az TM C103) 式 可 推 得 


D Ea BAN, 0) 一 全 = y“ 


T(N) = 
i Tu PIT $24) 1 
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这 就 证 明了 3 引 理 . | 

综合 以 上 结果 : 引 理 16, 引 理 19 E: (93) 式 ， 就 得 到 了 我 们 
所 要 的 定理 : 

定理 4 设 & 为 一 给 定 的 正 整 数 ， 则 奇数 立 表 为 二 个 硒 夫 数 


及 一 个 疝 索 数 的 《次 方 之 和 的 表 法 个 数 
TAN)= >, 1 
prtprtph Ny 
i«pi, pr, PIRN 
有 渐 近 公式 
AP 
T(N) amo Sa o (3 (104) 


成 立 , 其 中 SWN, E (875 式 给 出 , 当 NN 为 奇数 时 ， 
SN, £)— 0. 
由 定理 4 立即 得 到 
推论 6 设 交 为 一 给 定 的 正 整数 ， 则 一 定 存在 一 个 正常 数 cu 
E cuCAD, 使 得 每 一 个 奇数 N > €14 ETUE- P er XAR 
个 再 素数 的 次 方 之 和 。 
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第 七 章 ”$SELBERG (jg; 


筛 法 "是 研究 关于 偶数 的 Goldbach 猜想 的 一 个 最 重要 并 得 到 
了 最 好 结果 的 方法 。 本 章 的 内 容 仅 是 为 了 在 第 九 章 中 证 明 陈 景 润 
关于 大 侦 数 理论 的 二 个 重要 定理 作 准 备 ， 我 们 所 需要 的 是 关于 线 
性 筛 法 的 上 界 和 下 界 估计 ， 至 今 这 方面 的 最 好 结果 是 由 W. B. 
Jurkat 和 H. E. Richert?" 利用 A. Selberg 的 上 界 得 法 所 得 到 
的 。 本 章 的 目的 就 是 为 了 证 明 这 一 Jurkat-Richert 定理 . 

由 于 得 法 ,特别 是 Selberg fik» 是 数论 中 最 强 有 力 的 方法 之 
一 ,有 着 极为 广泛 的 应 用 ,所 以 我 们 将 对 此 作 较 为 详细 的 介绍 ， 和 如 
然 这 里 所 需 谈 的 只 是 线性 的 情形 ,但 在 不 致使 叙述 更 为 复杂 时 ;我 
们 将 尽量 作 较 一 般 的 讨论 ， 

关于 辛 法 、 它 的 发 展 历史 及 其 广泛 而 富有 成 果 的 应 用 ,已 在 
H. Halberstam 和 H. E. Richet 合 著 的 “Sieve Methods" 一 书 中 
作 了 很 好 的 叙述 及 全 面 的 总 结 ， 该 书 还 附 有 十 分 详尽 的 文献 。 我 
们 这 里 的 内 容 及 所 用 的 符号 基本 上 取 于 该 节 . | 


$1. Wm; A * 
设 .er 是 一 由 有 限 个 整数 组 成 的 集合 (元 素 可 重复 ), 是 一 
由 无 限 多 个 素数 组 成 的 集合 (元 素 不 重复 )， 以 多 表示 所 有 不 属 
Tom 的 素数 组 成 的 集合 。 再 设 z 之 2 是 任 一 实数 ,并 令 
P(z) [I ». : 7? XD 


Tl SC ERR 


1) XE VEIBRO AE DES RRAN SERLE S2, 


* 148 * 


SA; P, z) = 2; i; ^ (2) 
(a, F(2))—-1 
BPR MARS: 52,2) 是 表示 集合 o 中 没有 小 于 zs 且 属 于 
P 的 素 因 子 的 元 素 个 数 , 亦 即 是 表示 从 集合 .ez 中 得 去 所 有 具有 
小 于 z 且 属于 Z 的 素 因 于 的 元 素 后 所 剩 下 的 元 素 个 数 。 容易 看 
出 , 它 有 下 述 简单 竹 质 : 
D Sar: 2,2) |. 15; 
i) Slr: 92,2) 20; : 
Gi Ser; P, a) Slr, P, z) 2 p m 利用 
Móbius 消 数 ,还 可 以 得 到 
Gv) SC; P,e) = >, D, KA) 


HE dila, P(z)) 


= S. ull; | | (3) 
dlPcs) 
其 中 ler. 表示 集合 .ex 中 所 有 能 被 4 整除 的 元 素 所 组 成 的 子 集 
&. 
对 于 钴 函数 有 下 面 重要 的 Byxumaó 恒等式 成 立 ， 
引 理 1 对 任意 的 2 委 exc, 我 们 有 
SC ; P, z) = SLi P, w) 
Z by SC. of P P, p). (4) 
wo D cx 
”证 把 多 中 所 有 素数 按 递增 次 序 排 列 
站 PH 
我 们 有 | 


SLZ; P, p.) 一 > 1 


aca 
(o, PG =l 


- o dob o Xy d 
eta ae 
Ca, PLPR))=I, peta (e, Pip), Pla 


19 S—7T IRSE ps 我们 总 以 Ip] 表示 它 的 元 案 的 个 数 . 


TT coe ra EE EE TS TT er 


= Sor 5 DB, pua) d SC us Psp. 
BEKARE HERNI Ska x IT 
SL 2. pr) = SCA Pa pu) 
b? SCL p; P, p). 
i s l 
假定 po = 1, 则 对 任意 的 2 S wS VALS Ac 
| Pha Xe SR Pro Prt ES Pre 
显然 我 们 有 
SC. i P, w) = Sm: P s Pr)» 
~ SQ i Pr) om SC Ra Pr). 
综合 以 上 各 式 即 得 (4) 式 , 证 毕 . | 

158 28 2E [n] REX fr E PEE SC Lor; SP. 2) Hy L9ERDERJ 
下 界 ( 如 果 存 在 的 话 )。Byxwra6 恒等式 的 重要 性 就 在 于 它 使 我 们 
可 LM SC; Paw) 的 上 界 ( 下 界 ) 估 计 以 及 所 有 的 SLA p S. 
p)Ge Spar pE )B) FA CERO RS SQ: Paz) 
BERCE Hai. 

从 (3) 式 可 以 看 出 , 筛 函 数 Se ; P ar) 的 估计 和 集合 f a 
4|P(z) 有 密切 的 关系 。 如 果 对 于 给 定 的 集合 .ex 及 多 我 们 适当 
选取 一 个 正 数 

X >l, 
及 一 个 非 负 可 乘 函 数 | | 
wld), pld) 50, (4d, 4) —1, 
开设 | 
wla) 
ra= | of al 一 X. 


这 样 做 的 目的 是 希望 能 用 son X 来 近似 代替 ral, 以 实现 对 
入 函 数 的 估计 。 这 当然 要 求 误差 项 rs 尽 可 能 地 小 (在 某 种 平均 意 


1) RHE- ERRE, d 为 一 整数 ，(4，, p) 一 工 表示 4 和 上 中 的 每 一 个 数 部 筷 
素 . 


i509 


义 上 )。 实 质 上 ,这 就 是 要 求 集合 .ex 中 的 元 素 分 布 是 比较 “均匀 
的 。 如 何 选 取 最 好 的 X 和 of{2)， 这 主要 由 所 讨论 的 具体 集合 -ev 
的 性 质 来 决定 。 下 面 举 例 说 明 ， 
例 1 B k)=l;r>k>l 
ao (aux x. ami(R)), S = (r:p tij. 
由 于 
als T < t d= iQ 


a A RER 25 FERERS PE IR, 可 选取 


X= 二， 


k 
wld) = 1, ppd) 3x0, (d, 9) = (d, k) =1, 
ES 
ra= (al — v» |ral&l, (d) 关 0, (da k) =l, 
例 2 设立 为 偶数 
.好 一 [ata = N — P, PEN), 
2 = {P:P} N} 
由 于 
, Aa = {pt E N(d), Pp & N), 
故 由 算术 级 数 中 素数 分 布 性 质 知 , 可 取 


X —liN, 


d> pg(d)s0, (4, N)=1, 


hr Ty <i 


且 有 
1 
$(d) 
(d) 50, (d,N) — 1. 
Bi3 设 入 为 偶数 ,5 为 一 正和 整数 集合 且 满足 条 件 ON 0-7 1, SUM 
y = {a:a = N — ep, cE 4, ep & N}, d 
f 9 = {P:P 4N} Ra 


Li N = E,(N; d, N), 


ra = nN; d, N) 一 


由 于 
Aa = (p:epzEN(d),e€ do ep SNY) 
D RELIRA oCDUB HARE. 
+ 151: 


故 由 一 次 同 余 方程 的 解 及 算术 级 数 中 奢 数 分 布 狂 知 , 可 选取 


X= > Li 2 
sid ki 
ed) = PIC) » B(d)?«0, (d,N)-—1 
HS 
"-»( i uM) 
sef PEN, . Cd) d 
1 LN 1 E 
= l 一 -— e li 一 | 一 一 一 -一 一 Li— 
之 » TO i) $la) 之 e 
(e, d)=3  €PAN(D te, £pi 
.N 
= 2, A e, d, N) 一 KT 25 44 
lø, d) (es di>t 
(d) %0, (d, N) — 1, 
例 4 NAER 
A = {aa — n(N — n), n N), 
2 = {p:P} N} 
由 于 


sfa = {n:n{(N — n) = O(d), m <N} 
MARHE n(N 一 2) = O(4) 的 解数 o(d) 是 z ARAR HE 


2, PIN, 
Pere i pP|N, 
可 知 * 可 以 取 
X =w, 
a(d) = 2: ®, p(d)**0, (d,N)—1. 
rti | 
ra = |a 一 n N, [ra| & 28, p(d) 0, (d, N)=1, 
在 以 后 ,除了 考虑 集合 A 和 2 外 ,还 需要 同时 讨论 集合 
x (4) == 2f q 
lo = fesse ps ph), I (mo 0 


如 果 对 应 于 集合 .er M P, RIER TI X E eG), 那 未 相应 于 
每 一 对 集合 -er (40 和 2 (4), X) 和 old, q) TRA 


9 153， 


— oq) 
X(q) ; Na 


o (6) 
cd, 4) D old), u(qd) 2d (qd, 2» == ! 
HÀ 
"ORAN OS e x(g) 
ey — LU) y — ru. 
qd 
B(gd) ?e 0, (gd, P) — 1, (7) 


最 后 ,利用 所 选取 的 及 o(4) , 我们 来 看 一 下 估计 得 函数 的 
困难 ， 从 (3) 式 我 们 有 
Sf; P, z) = A "T^ Y ar 


4 PCI) d| P(z) 


= X IL -2 were ll [0| « 1, 


iG n 


但 是 我 们 知道 , 24 z 相对 于 X 并 不 是 很 大 时 , 余 项 的 项 数 >，1 


4| P(z) 


即 PCz) 的 除数 个 数 就 可 能 很 大 ， 例 如 取 Ple) 一 It p. WH a 


> lgX 时 ， 余 项 的 项 数 就 超过 了 X, 这 样 就 不 可 能 由 此 得 到 
有 用 的 估计 . 这 种 方法 仅 当 z 相对 于 X 为 很 小 时 才 有 效 《 例 如 = 
« log log X), 这 就 是 所 谓 Eratosthenes MIE, 这 种 筛 法 在 理论 上 
是 没有 用 处 的 ,因为 对 于 数论 问题 ,所 需要 的 正 是 * 相对 于 为 较 
大 时 的 情形 (例如 ，z = x^, 05-1), V. Brun 和 A. Selberg 
先后 对 这 种 得 法 作 了 重要 改进 、 它 们 的 共同 点 是 设法 控制 余 项 的 
项 数 ,使 从 余 项 所 得 的 估计 相对 于 主 项 来 说 可 以 忽 栈 不 计 , 同 时 也 
要 使 主 项 得 到 尽 可 能 好 的 估计 . Brun 饰 法 的 思想 是 十 分 深刻 的 ， 
可 能 仍 有 进一步 研究 的 价 信 ，Seciberg MAADE, 并 总 是 得 到 
THE Brun MEDAR. 

这 一 节 中 所 引进 的 符号 : uw. Poaza PCO), X, old), rs 等 ， 
以 后 要 经 常 使 用 ， 它 们 的 定义 及 所 满足 的 条 件 到 时 就 不 作 一 一 说 
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HT. 
$2. 最 简单 的 Selberg 上 界 饰 法 


ÀA. Selberg 利用 求 二 次 型 极 值 的 方法 ， 给 出 了 筛 函数 S(.ar ; 
P ,2)H E89 di. 

为 了 简单 起 见 ， APR §$ 4,§ 6 《$3 除外) 中 都 假定 w(4) 满 
ER 


0 < SOLI, (p, P) 一 1， (8) 
t 


-其 中 L AAF RRG 工 中 所 举 的 四 个 例子 均 满 足 这 个 条 件 ， 
事实 上 只 要 适当 选取 集合 更 ,我们 总 是 可 以 做 到 这 一 点 的 . 
R E2, Ras d|P(x), 是 满足 条 件 . 
À m Is 
n -—0, dE, 9» 


2 
SLi P, z) S 5 p » 
aé ‘aile, P(x)) 
| à 一 > ENT P3 1) xz, 4 X, (10) 


aca 
dil P(e) ldi d2 la 
j —1,1 


其 中 


AD TATIUS SU 


jeli 


3i— $) Raha, tend (12) 
4, | P(2) ] 
i —1,1 


我 们 把 XE, 称 为 主 项 ,2; PARM. BTA d> ERT 1 0,BT 
IRT E 的 项 数 不 超 过 所. 这样, 通过 对 参数 点 的 选择 就 可 以 控 
制 余 项 的 阶 , 使 其 低 于 主 项 的 阶 而 可 略 去 。 间 时 我 们 要 选择 一 组 
满足 所 述 条 件 的 如 使 51 最 小 而 得 到 一 个 尽 可 能 好 的 上 界 估计。 
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普 先 我 们 来 讨论 主 项 3， 为 此 ， 注意 到 eG 满足 条 件 (8)， 
我 们 可 以 定义 可 策 函 数 eG) (n) 26 0, 0, P) 一 D: 


sD 一 1 gp) = ELi SOL), e.a = i; 
sD = IT «co - € T] (1i— (G2), 99 
pH i p P 
a) < 0, C, 22) = 1, 
由 定义 及 co (2) 满足 条 件 (8) 式 ,容易 推出 


ga) > 0, BG) 290, 0, 22) 15 
1 p 
1 十 ————L—, P, 
g(p) — ep) BS (14) 
oar o CD t 
1 +g) ( s ) s PEP, 
由 此 及 
lfd d;]) of 而) old) (dh. di} 
Là. d] d dj wld, 4))' 
|» (d)? 0, (did) El, i-1,2, ' 
从 《11) 可 推 得 
oldi) (d) 1 
31 一 411, SLE, ERE > 
2. d d di nana ga 
一 Tr PEN 15 
UPC) gCi) d ' 
其 中 | 
n= D u 902, Pe). (16) 
ango x 
由 Mobius 变换 知 
c (d) Nb d 
t, 5C EVE 4G). a7) 


M Ass d|P(z), 满足 条 件 (9) 式 时 ， EU EPIS RTI. yis HTC) 
满足 条 件 | 


e 155+ 


iss ee ei i N Sx dis 
EET PT ARCECE TIERE 00305 Di?" (5 
oS VN CCP. eM Uit 


MM noctu 
VY ore ile. oe 
ve 


Do u(Dy — 1. (8) 
IFs) <E 


" mE, I[P(2), 
[i 

这 样 一 来 ,关系 式 (16). 及 (17). 表明 , 给 定 一 组 实数 Aas (2| PC 
后 ， 就 叭 一 确定 了 一 组 实数 yo IP), 反之 亦 然 ; 此 外 , 当 la， 
d|P(z) RERO, yi. ?IP (z) 就 满足 条 件 《18), 反之 亦 然 . 
因而 , 当 条 件 (9) 成 立时 , 利用 Schwarz 不 等 式 , 由 (19) 及 (15) 
式 可 推 得 (注意 有 8g(D > 0)， 


1 一 i pj = b. 
(2 Dy) K J € 
<5 gD»-S--—Zzs t) gO), (19) 
dr rd jiu 2 f£100,2 &£ 
其 中 等 号 当 且 仅 当 


»-«D&KD( F IO). 1 < &, PC) 

AJP) d< s 

时 才 成 立 . pP (19) 式 中 的 等 号 亦 当 且 仅 当 
n 2a )r 


Ao z OLD, Mer 


M 
kg 


= (2) 6s "m y a) CGE 
= u(d) I zr eur G, (È+) (GG, 227, 
d|P(3), dE (20) 
时 才 成 立 , 其 中 
| G,(x,2)— > 0. (21) 
jest usd 


综合 以 上 讨论 ， 由 《15)、(19) 式 可 得 以 下 结论 ， 对 满足 条 件 (9) 
的 任意 一 组 实数 4s, dP), BEA 


a 156 » 


Tr An (A m m - -一 or 


1 之 MS PES 
Gi(£, z) | 
成 立 ， 其 中 等 号 当 且 仅 当 2,8 (20) 起 确定 的 值 时 才 成 立 ， 这 
样 一 来 ， 只 要 我 们 所 选取 的 这 组 实数 2 就 是 由 (9) 及 (20) 
A 所 确定 的 ， 那 末 这 时 Zi. ZRBH C100 式 中 的 主 项 X21， 取 最 小 
值 ， 
X 
XX: BEY CHE D (22) 
现在 我 们 来 讨论 余 项 ， 首 先 证 明 对 于 由 (20) A Br fü 3e HS 
lald] PC), d <E) 有 
276S (23) 
成 立 。 对 给 定 的 4|P(s， 2 — B. 我 们 有 


Gi, z) 一 2 ; gj ga 
HE! 
E 1 


Ald illa) 
E<, C, d)=A 


= Sg DB) gn) 


Als miPz) 
m«t/5,(m,d)—1 


=> G; (£. z) 2, go) 


-a ($) ge- sey 
由 此 友 《20) 式 即 得 《23) 式 . 
pnm ud) œ 0 时 方程 
la, dhi] =d 
对 于 数 对 (4,4 BRER 3A, 由 此 及 《23) 式 从 (12) 式 得 
PES » Ir, aul 一 b? LH po 1 


a; PL#) | prc 4 1P) 
d;c, 71,3 < : 4; <E, imi, t 
VM 411-4 


iple} 
de 


由 此 及 (22), C10) SX SEUEBE T 2E 89 EE, 
e 157 * 


定理 1 当 条 件 (8) d 对 任意 实数 E > 2, RIIE 


S ÅP, 3n) š 24 
4 z) S TY GG. * e [ral (24) 


4 


其 中 GCE, 2) H OD RAE. 
特别 地 ,在 定理 1 hi E — z, 我 们 就 得 到 了 常用 的 最 简单 的 


Selberg E NE. 
定理 1 当 条 件 (8) ee 我 们 有 
SCori v, 3n0| ， (25) 
4|P(xs) 
其 中 
Gi(z) = Glz, 2), (25) 


GG, 2) 由 QU XB. | 
因此 5 为 了 估计 SC: P, z) 的 上 界 ， 一 方面 对 主 项 来 谨 ， 

就 是 要 进一步 研究 GGE, 2) 和 G(z) 的 狂 质 ， 求 出 它们 尽 可 能 大 
的 下 界 , 这 就 是 $3 所 要 讨论 的 内 容 ; 另 一 方面 对 余 项 来 说 ,就 是 
要 估计 

MEL 

slP(s) 

dE 
对 此 ,必须 根据 具体 的 问题 作 具 体 的 讨论 ,有 时 这 是 很 复杂 的 .本 
书 中 所 需要 的 是 $ 1 中 的 例 2 及 例 3 所 对 应 的 余 项 ， 这 时 ， 它 们 


的 余 项 分 别 为 
xid) 
da? 


^| «QN a, 5) - x UN, - (27) 


5 3o 5 (=N; e, 4, N) — i.n N) . Q8) 
4VPCX) ece 由 (Gd) E i 
ac (e, d)- 1 


显然 , (27) 式 为 《287 式 的 特殊 情形 , 后 者 的 估计 更 为 复杂 , 我 们 
将 在 第 八 章 中 专门 讨论 这 种 余 项 的 合计 ， 


2U IM 


$3. 函数 G£, 2) 和 Gi(z) 


本 节 将 在 ep) 满足 一 定 的 条 件 下 ， 导 出 GE, DBF 


界 估计 ,以 及 GC) 的 渐 近 公式 .根据 (217 式 ， 
Gi(E, z) 一 和 gld), 


pr 
Gi) = Gs, z) = D, g(a). 
a PC) 
后 ,经 常 要 应 用 热 知 的 “Mertens 的 三 个 素数 公式 , 现 列 出 如 
UE 定理 425, 427, 428), [51, 第 五 章 $ 9] 或 [24]， 
[92]); 


EP = dog T +00), 2X&w-«t (29) 


de p + 


L.), 2 ux (30) 


wap «x ; log w 
VC) 一 (ol ) 2&z (3 
II " "lox log! z 3 z Ç ) 


其 中 > 为 Euler 常数 ， 
在 本 节 中 ,为 了 方便 起 见 , 当 p EB 有 时 ,定义 

cp) = (), 
这 样 ,我 们 就 把 $ 1 中 的 可 乘 项 数 old) (通过 (13) 也 相应 地 把 $ 2 
HASARA (a) 的 定义 域 扩 大 到 了 所 有 的 4, (a) SOE, 
但 这 时 原来 假定 的 e(2) 要 满足 的 条 件 《8)， ?就 相应 的 变 为 对 所 有 
的 2 满足 : 

[2 

nS 1 ^n (32) 


(8) 式 中 假定 m2 > 0 是 为 了 保证 0) > 0。 这 一 点 主要 是 在 


推导 (19) 式 时 所 必需 用 到 的 .在 本 节 中 , 仅 是 为 了 研究 GC, 2 R 
G4(z)， 就 并 不 必需 有 这 样 的 条 件 , 而 且 在 作 了 这 样 的 推广 后 , 它 


Mr 


们 的 值 仍 保持 不 变 。 因 而 也 允许 作 这 样 的 推广 显然 ， 作 了 这 样 
的 推广 后 ,在 本 节 中 , RE P 就 是 由 所 有 素数 所 组 成 的 集合 :而 
Pe) = JI s. 


liea. 


在 本 节 中 ,我 们 还 要 求 old) 满足 条 件 : 


| SURE — vlog Ž | 这 工人 
sex P w 


Xa, L;UILA iE EK. 由 (29) 式 可 以 看 出 这 条 件 表示 : F 
均 起 来 说 ol) 是 等 于 <。 简单 的 来 说 , Hr = 1 时 , 我 们 称 其 是 
线性 的 ,估计 相应 于 这 种 情形 的 得 函数 的 上 界 及 下 界 的 竹 法 ,就 称 
-为 线性 得 法 . 显 见 $ 1 的 例 1 一 3 都 是 线性 的 ,而 例 4 有 “一 2, 就 
不 是 线性 的 了 。 在 一 般 情形 下 ， 由 条 件 G3) 仅 能 推 得 很 详 的 结 
果 ， - 
e) uero t (34) 
P log p 
容易 证 明 , GCE, 2) 有 下 述 最 简单 的 性 质 : 
. 8H82 GE, 2) 28139 E 及 zz 的 增 函 数 , 并 有 
() GCE, 2) >l, 
(ii) G,CE, z) T Gi, E) E GCE), 去 < S. 


i QE a) ae ls. 


W Cz} 
其 中 


wo = It — 2), Coo (85) 


证 我 们 只 要 证 明 GD, 其 它 是 显然 的 ， 由 eE 2D 的 定义 
Q1) 及 Q4) 式 可 得 
G((E5,2) = X, g(D « $) gla) 
; d ) 


4|PC2) |P(z 
acg 
px pcs 4 


EUER Cii, 证 毕 ， 
TOE 


我 们 首先 来 研究 Ww 的 人 性质。 为 此 要 证 明 几 个 吉 理 
引 理 3 i AC 是 单调 函数 ， 
FC) = fr) 十 rr)， irGO|l S M, asmxsb, 


则 有 
lu h(x)dF(x) 一 » heJa) | s 4M max(1A2(2)], BODD, 
这 里 的 积分 假定 都 存在 ， 
证 略 . 


JC PEEL PRESE 我 们 有 
W(G)-WQ)- Y 5X2. wep), 


tx P-IE€ 


此 引 理 的 证 明和 引 理工 完全 相同 , 故 略 . 
引 理 5 当 条 件 (33) 式 成 立时 ， 对 任意 的 2 «5 w< z 我 们 
有 


olp) ESI log z 1 

wer<s P ixi log w dis i =). 

ik ”由 条 件 G3) 及 引 理 3 得 

wp) f Ec 5 glep) 
utes Det P ] 


w«pczr P w log: 
一 | 1 2 (1g) - o( 1 ) 
w logi tU ， log ze 


M log z 1 
| log log te talr): l ， 
证 毕 , 其 中 “0” 中 的 常数 依赖 于 La 
23836 HRH G2), G3) ARUN HER Sws 


P F co g £) =Q LL) s>0 
其 中 “0” 中 的 常数 和 s 无 关 . 
证 由 (14) 知 


glp) 一 sun + 22. gg), 


1161 


得 根 据 条 件 G2) R GORA 
^ cp) La PA) < Lı cop) «LL, cp) 
p plogp 


又 由 引 青 3, 引 理 5 有 
ap [1.2( y, s 


wsrsplogp log ! wep«r 


一 于 dlog Teto : ) 
log z log log? w 


DX ES 2.2. d 1 
j ms ul log -) T (o -) G6) 
所 以 从 以 上 结果 及 引 理 5, (30) 式 可 推 得 


" eCp) o ep) 


rj EE o( 1 ) 
log se 


log w 
l 1 1 
=: 5 leo(.. 
ESTE. log w 


这 就 证 明了 :一 0 的 情形 。， 再 由 此 及 引 理 3 即 得 
$3 l(9-5-VUia $» (0-2) 


wp «x p wes ect 


Se) 
w log w 


其 中 "Oo" 中 的 常数 和 + 无关, 证 毕 . 
引 理 7 当 条 件 (25, G3) 人 式 成 立时 ,对 任意 的 2 安 w 魏 >， 


TT Ehren) -1+o0( 一 : 


ws px mr log w 
其 中 “0* 中 的 常数 和 * 无关. 
证 由 于 


dt z 1g 
lo +a) | ->z 一 | - d 
gc ) uw ^ 3 


) $zx 


. 1625 


所 以 当 x* 一 于 时 有 
log (1 + x) = x + OC), 
由 此 及 引 理 6, 6) 式 , 并 利用 
eg) « Li S ) « h= 


plogp í 
可 得 到 
«(3 (69) J) 


T 2). " (sco ds +) 


gp 1. 1. 
ms (> ( p~“ 21) » (= log 5 
由 此 立即 推出 引 理 所 需 的 结果 ,证 毕 . 
由 引 理 7 直接 得 到 下 面 的 推论 
.推论 1 当 条 件 (32), (33) RLN, CARR 


E 
对 :> 0 一 致 收效 , 且 一 致 地 有 00000 
| I EE) (1 2 一 1 十 o(—1—). 
特别 地 , 令 = 0, RITA PIERII, 
推论 2 REG) (33) 成 立时 无 穷 乘 积 ， 
a E 
kgo H | 
IL - 23(i- 2j" -1-o(2. 
E BODA 
1 + g(p) 一 4 = s, 
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由 此 及 推论 1( 令 s — 0) 即 得 所 要 的 结果 ， 
有 了 上 面 这 些 引 理 ,我 们 就 得 到 了 WO) 的 渐 近 公式 ， 
定理 2 当 条 件 《32), (33) 成 立时 ,对 w 2 2 我 们 有 


vere). 
leg “w log w 


Ww) = CCo) 
证 出 推论 2 得 
zii (i5 ec] eio 


Mp ecu 


A CGo)V*Cw)(1 +0 ( 一 J) 


log w 
由 此 及 (31) 式 就 证 明了 我 们 的 定理 . 
从 定理 2 容易 推出 下 面 的 结果 | 
推论 3 HRE (32), (33) 成 立时 ,对 2 适 史 < 安 z 我 们 有 
Ww) _ {gz 
í W Ce) 3] u o (——)). 


现在 我 们 来 证 明 G105, 22, (E 20 r) 的 一 个 下 界 估计 . 
定理 3 当 条 件 (32),《337 成 立时 ， 对 任意 的 2 SSE 


A20, 我 们 有 


1 ; log £ 
PEE p À 
GiC, z) 


< wG) {1 + o (ss(- F 
+ (一 Dj 人 e+ : 
uh “0” 中 的 常数 和 无关. 
Eo 对 有 界 的 z 上 式 显然 成 立 ， 故 可 假定 z B. BHi 
TER. EBM: <1, 由 (14) 式 可 得 | | 
~ 一 一 -一 um) 一 d 
su; $9 pa zu 


SAO) «x27 


diP(a) 
«t ICE 
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——  ——— MÀ —À M — e — 


进而 有 


“一 E Il i T" wp) 
Pes ] 


p 4- 


|—wG)GG,z)« £7 J] ( 
Pr 


_ olp) 
p 
= exp( (1 — s) log ë + b 


og (1 + Cp) ( 


1 
221) 
< ex( — G= X Ge 1) ot), (37) 
TE s 1 处 展开 
和 二 二 
"A i e "RR x bero, 
因而 我 们 有 
zG- I)e 一 


由 条 件 G3) 及 引 理 3, S m ml 时 有 


> (1 Ho 5 2 log" r, 
Pe 
MEE p = | log" " «a 


5 cp) log p) 
2«pz: P 
< K i log*^! td (iog I) 十 L log^7! 
2 


<Ë log" s + La log” 7 
n 


现 取 1 — s 


, 由 以 上 二 式 得 到 
x(i-12««x£( 


Li 
! " | 
Li 
(e — 1) £ 十 ur 
由 此 及 (37) X, 5| 2 推 得 


+ 1654 


0x1—W(zs)Gi(£,2) 过 exp( 一 ieu 


Tur ME D( Lz ). (38) 
gz 
在 上 式 中 取 A&w-],E re z^, c1 为 一 取 定 常数 ,使 
exp(— cı + Ce — 1} (= + aa) < T 


这 样 ,对 任意 的 2 2, 由 以 上 二 式 得 到 
W(z)G(z^, 2) > PE 


SUR BOGEHEOBe25, MAH z > BMW 2" > 2, KAEA 
推出 
W(z*)9Gi(z, z^) z Il 2 之 B= 24., 
因此 ， MEZ£:G SURE SE 推论 3 可 得 
v WC LAED 1 
W (2)G LE, z) Wz) WDG, z) 
w) 1 
pen Ww G6, z5) 
”由 此 及 G8) 式 就 得 到 了 我 们 所要 的 结果 ,证 毕 . 


TR [eu à — y goa. , 
p Pra 
并 先 证 明 下 面 的 引 理 
引 理 8 当 条 件 (32), (33) 成 立时 ， 对 z > 2, 我 们 有 
T(z) 一 x iz (1 +0 9); 
证 RNA | 
D gld) logd = Pa gld) 2; log p 


« 1. 


APCE) 


* 166 + 


pe 2; glp) log PG, (Z, e). (39) 
同时 ,对 任 一 素数 < > 有 
Gir, z) = A. Ls P eld) 


EF PL 
Pri x,pid 


= GG. 2) + g(9)G, (5. z). 
进而 利用 
Ko- Dhi DY, 
G, (z, 2) = ( e ze Gus) 
4 eu» a (x,2)— G, (s. 2) 
ELARG r 一 一 后 代入 (39) 式 就 有 
2 e(d) log d = J; SEL log pG, (5. z) 


+. > 8) opio log p 
Pcr 


H5 3, GD 式 及 引 理 2 GO, RIE  . 
x; SD pai (和 
- fe.) 2 m) 
=r |G (L2) E+ oci» 


* 167 + 


E KO z) d 十 DCGiCz)) 


= T(z) + bu uS 
利用 (34) 式 及 ( 见 引 理 6) 
bor glp) = xlog logs + OC1) 


pcs 


可 得 
2. 2p. g(p)logp (e, (5. z) — G, z 3) 


«5 gp D, gld) 
Pes g|PCs) 


LES Qa 
t P 


JL gU) >) glp) KG). 
综合 以 上 结果 就 有 
$3 gld) logd = sT (2) + OCG((2D, 


diPiz) 
dcs 


ž FRA 


RẸ 
— CTG) — log2G)(22) = rT (2) + 0CGqG22). 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 
定理 4 当 条 件 《32), (33) 成 立时 ,对 * 之 2 我 们 有 
1 - eu 
GG) ICs le (z) (1 +0 (2). 


证 BI e AFE a 使 当 > Ton NUN 


+i T) p. 
Our) cR A ES I 之 £y 
"E 1 — r(z2 logz' Iri 2° TOSS 


- 


由 此 , 并 注意 到 G) = 0 (G) 及 


T'G ) 一 e), 


ee A O A D t mar a: rane: r aae anaman m a o 


A umor 


TOL EtL 1--ttl.g(-1i-) 2» 2. 


zlog/z/. 
进而 有 
2 (log T(z) — €x + 1)log logz) = 0 ( 


: $ z 之 Zo, 
£ log“ z E 


| dClog TC) — G + 1) log loge) = O( I ji 2 F> Ba . 


log z 


T(z) = cilog*'!z (1 T o( : J) Z Za» 
log z 


其 中 ea 为 一 确定 的 常数 ， 由 此 及 引 理 8 就 得 
Giz) 一 cz log" z ( +0 a L), z È 20。 
此 外 ,由 引 理 2 及 定理 2 知 


GG) & Bess T 0 Clog" 2); PETI 


以 上 二 式 合 起 来 即 得 | 
Giz) = cz log" z ( +0 (o) z>2, 
下 面 我 们 来 定 出 常数 cj, X s 27 0, 由 上 式 可 得 
II (1 dis ES » HDD 
-r Lao) jr Go， dy 


ls 
y 


= k ue E o (s t e dy ) 


C2 ren T) 40 e ) 


所 以 


TE i52 $ 
isl 2) + oc. 
由 Riemann-Zeta 函数 性 质 知 


Cj = 
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ims Ire (1- eub. = linGEG + DY — 1. 


出 以 上 二 趟 及 淮 论 2 即 得 - 
ca = CCCo)T Cx - 155, 


ium 
1 N 
m 2 Nas EUR E 
由 定理 4 容易 得 到 


定理 5 当 条 件 (32), (33) 成 立时 ,对 2 RE z, 我 们 有 


aco T(x + 1) 2'e*W (e) ( eux) (1 To (a) 
证 42s: kj, 


t 1 y wO 
meS GQ v 2er, MG 


由 此 ,从 定理 4 及 推论 3 即 得 所 要 的 结果 ,证 毕 . 
$4. 得 函数 估计 的 两 个 基本 定理 


综合 ;2 和 $3 的 讨论 ， 我 们 就 可 利用 Selberg 第 法 来 得 到 
关于 第 函数 Sar: P, e) 的 上 界 及 下 界 估计 的 二 个 基本 定理 . 

由 定理 1 及 定理 5 立即 得 到 上 界 估计 ，。 

定理 6 当 条 件 (8), (33) 成 立时 ,对 2 忆 # 忆 sz 有 


SC ; P, z) < T(x + 1)2*e" XW (x) (a3) 
og 


rela J)* » 359], 


p. 


| 特别 地 : 当 取 占 一 * 时 ,由 定理 6 和 定理 2 BEGPEUT AAR 
简单 的 Seberg LAIK. 
定理 6 当 条 件 (8),《33) 式 成 立时 ,我 们 有 
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vet Ju, ha 


SCo 35 SP , 2) s Clo (i 十 Dear T 


1 十 —À v, ra 
queen eus 
作为 定理 6 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 估计 个 数 N 表示 为 二 个 素数 
之 和 的 表 法 个 数 
D(N)— | 1 


p,tP,TN 


WER. RRA .er , 更 是 由 5$ 1 例 2 所 给 出 ,显然 有 
| D(N) = SC; Z, N?) --8N?^, ]80| « 1, 
设 z < N$, WE 
Sl; P, N) CS; P, z). 
现 对 Suer; P, r) 应 用 定理 6. 由 $1 例 2 知 可 取 
X = LiN, 


wld} 一 , glad) 0, (d,N)-1 


d 
pCa) 
ra= E(N; d, N). 
不 难 验证 条 件 (8) (L, 一 2) 及 条 件 (33) (x 一 D 满足 ,并 由 引 理 
2 的 推论 2 ACE 24 pIN 时 , olp) = 0) 
1 -l 
om i- ly IÇ - 6-31) 
" pp — 2) 
ien p=] H =D 


i p (p—1Y gp — 2) 
I ep T 


= ee o dae. T 


P2 > 


其 中 


NN po 
C(N) — I . 
(N) U\ G-r) il pz 
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这 样 由 定理 6 得 到 


Sf ; PB,2) 2C(N) SN (1 平河 (—-)) 
: log z log z 


«OS 39 ECN; d, N)]. 


diP(+) 
P" 


JL EX z? = Ni(log N75, 则 由 第 八 章 定理 1 推论 1 得 


37(0| ECN: d, N LEN 
pa | Bo J TETT 
因而 就 得 到 DCN) 的 上 界 估 计 
LiN log log N 
PD SOM tog V (1 TM ( log N » (+1) 
在 第 九 章 中 ， 我 们 将 证 明 上 式 中 的 系数 8 可 改进 为 7.8342， 这 是 


陈景润 最 近 得 到 的 重要 结果 . 
下 面 我 们 来 证 明 当 2358 E. Sor ; P oae) 的 一 个 渐 近 估计 ， 
定理 7 当 条 件 OD, G3) 成 立时 ,对 2 sz siRNA 


SCH; Ps) — XW(z) fı +o (exp{(— - riogr))} 
+0 3 3j, Je] sl, 
d|P(x) 
d<? 


其 中 “0” 中 的 常数 和 7 xx, 
EM TH 
log z^ 


证 首先 我 们 来 证 明 , 在 所 说 的 条 件 下 有 
SCA y Pyr) «x XW(z) fı 4-0 (ep(— = rlogr))| 


Er 


+ Dlr], | (2) 
diP(z) 
<e? 


在 定理 3 中 取 一 logr > 0, 由 定理 1 及 定理 3 得 
SLA; 5,2) x XW(z)1-- O(exp(—rlogr 


w 
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For H2L0)) 9 EMECUA E 
4iP(x) 
á«el 
HRAS r 为 有 界 时 ,(42) 式 显然 成 立 ， 而 当 vm ees hj, 我 
们 有 
Swor tred LeS ltlegr, 


这 就 证 明了 (42) 式 ,其 次 我 们 来 证 明 
SCA: 8 ux) zXW(x) L 十 o (exp(— riogr))} 
- Y ojn. (43) 


4|Ptz) 
dt 


由 于 总 有 SQ: P, z) 20, 所 以 当 r 有 界 时 上 式 显然 成 立 , 故 
可 设 r > max (4& + 5, c), HR c; 为 一 待定 的 充分 大 的 常数 . 
由 引 理 1 及 引 理 4 可 得 

SL; P, z) — XW) — GC; 5.2) — X) 


E zoo -fxwQ). (0 


EUR (42) "-—— 的 每 一 个 Sor i: P p) 的 上 界 . 
在 《42) 式 中 取 .or 为 prH? ,以 及 如 为 =È. 由 于 = 
> 过 ,所 以 a <E RE pL e MRS pE RE 
相应 的 


T, m ie >rt, 


log p 
注意 到 (6), C7) 式 , 由 (42) 式 我 们 得 到 
SC Ppp) — E. xw Q) 


oO c XW (p)exp (- 7 log r,)) 
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+ re, 


4c UI 


apip) 
由 推论 3, 并 利用 z < Ep 有 
PO) < (182) « log? CEN leg? a 
W (z) log p log z * log p log z aiios 


从 以 上 三 式 就 推 得 


<0 (sp? log? xw G)exo( — 4 T, lo, ) 
P logz 4 


p x ase sl. 


4«t?/p 
d| ptp) 


现在 我 们 选取 一 个 足够 大 的 c;, 使 总 有 


r,log Ty > - rlogc 


成 立 ， 此 外 ,由 条 件 (33) An 
b» se log P « log 2. 


P-cz 
pes 


由 以 上 三 式 即 得 
X (sern P, p) — EP xw) 


p-r 
PEF 


<0 (xwa) exp( 一 二 ziogj) 
+ D Druh — 


利用 SL: P, z) — X = í, 由 上 式 及 (44) 式 就 得 到 
SLA: P, z) — XW(z) zm 


zmoO ( xw GYew(— + riogr)) 
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—|nl — 5, 5j Arul. (45) 
pcs dê? 
peg ax 


这 样 ,为 了 证 明 (43) R, 我 们 就 只 要 讨论 上 式 右 边 的 余 项 就 可 以 
了 。 以 pwuke) 表 4 的 最 大 素 因 于 ,不 难看 出 对 任意 水 数 h(4) 有 


D à(-30)- 3 M, hd) 


4 人 天 acu 
aef) . d|P p, (dp 
= A) + >, D, 4a). © (46) 
BES de, 
© w|p'? 


现 取信 4) 一 3ra) 由 上 式 推 得 
352] ral = [rl + 2 > 3n€»]| ras 


dc LER € 
gie a| pto? 


> Inl + $9 M sop. 


pcs 
Pep, 
ai pCO) 


由 此 及 (45) 式 就 证 明了 《43) R, M (42), (43) 式 就 得 到 了 定理 
所 要 的 结果 ,证 毕 . 

显然 ， 当 7 很 大 时 ， 即 x 相对 于 二 很 小 时 ，(43) 式 给 出 了 
SC; P, x) 的 一 个 下 界 估计 ， 

从 本 节 所 证 明 的 定理 6, 定理 ?7 这 两 个 基本 定理 出 发 ， 对 于 
e= 1 的 情形 , 我 们 可 以 利用 Byxuraó 恒等式 GA 1), 并 通过 
某 种 进一步 的 分 拆 来 得 到 更 好 的 上 界 及 下 界 估 计 。 为 此 我 们 先 要 
研究 与 这 种 分 拆 过 程 相应 的 一 对 函数 F 和 +f 的 性 质 ,这 就 是 $5 所 
要 讨论 的 内 容 . 


$5. 函数 F(u) 和 fo) 


这 一 节 我 们 将 讨论 满足 方程 


ei. 


———X——————— Ó———— mea o EE T 


pcm f(u)—0, Lug}, (47) 


(uF CY = f — 1), fu) = F(u — 1), w22 (48) 
的 一 对 连续 函数 PCs) 和 f(4), 其 中 7 为 Euler 常数 ， 由 (48) x 
及 济 数 的 连续 性 直 按 推 得 


n uad CADau e (9. 
af) = ufa) + È FG — DA, 2X «xn. (50) 


利用 这 两 个 公式 及 函数 的 初 值 条 件 〈477 A BUT T TEL XE BOR 01 
F(u) 及 fu) 的 具体 表达 式 . 例如 ,我 们 不 难得 到 


Flu) = 2, 1«u«3, (51) 
u - 
Ks) 5 2,: BET D 2 uc, (52) 
u 
T t=] — 
TORRES PgG—D a), 3s«us5, (53) 
t 
' u-—l -l 一 一 
Hu) = ÈZ (tog (u — 1) + | .| EgG—D,), 
» 3 i 2 $ 
4 二 ww 6 | (54) 


等 等 . 此 外 ,容易 看 出 , FC) 是 连续 可 微 函 数 , 而 Ke) 除了 zx 一 2 
外 连续 可 微 ,在 4 一 2 处 有 左右 导数 存在 , 且 

f(2—0)—0, FOH e. 
更 进一步 ， 我 们 从 逐 段 求 出 FGO 及 Kx) BARIGRIBSERSIEUR - 
出 , F(u) 和 ez) 都 是 逐 段 解析 的 . 
为 了 进一步 研究 F(x) 和 Kx) 的 性 质 , 需要 引进 一 对 新 的 函 


数 : | 
wu) = Z eU GO + fG0) (55) 
olu) 一 i eral F(u) — f(4)). (56) 


容易 验证 , wu) 和 p(w) 分 别 为 满足 下 述 方 程 的 连续 函数 : 
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人 | i 


(uw(u)) = w(u — 1), «> 2, 


ou) = 1, I< s2, 
T m G8) 
Bh, wu) 和 p(w) 均 为 除了 x 2 ANETAR B. 


=, we" (2 十 0) 一 工 ， 


w(2—0)-— A 


e (Q —0) - 0, e'(2 十 0) 一 一 1. 
我 们 先 来 讨论 项 数 p(w) 的 性 质 . 
plu) >0, pla) = Oe), 
证 ”从 plw) 的 连续 性 及 (58) 式 可 推 得 


Cu — DeGY — pl) — pl —D= (V ode). «>2, 
(一 Do 人 一 人 ode, uz. G9) 


我 们 先 来 证 明 e(w) 0. 前 1 筷 # 达 2, BELA plu) 2 0. Hl 
用 反 证 法 来 证 明 : 24 4 — 2 时 亦 有 p(w) 20, 若 不 然 ; 则 p(w) 一 
EAFA, 而 且 这 些 零点 都 大 于 2. Hao 之 2 是 使 p(t) 二 0 的 * 
的 最 小 值 , 即 
KDJ = 0, p(u) 2 0, lsu-— ts. 
由 此 及 《59) 式 得 到 矛盾 : 
0 = (s, 一 1)oCu) = jt ed: > 0, 
故 亦 一 定 有 plu) > 0, u>2, M G9) XXE plu) > 0 BDAD olu) 
为 减 函 数 ,由 o G0 的 递减 性 及 《59)，《58) 式 可 得 
人 一 1)p(0 < plu — 1) = — (u — DDo'(u). «22, 
8I | 
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eG) cq 


eC) did: 
所 以 | 
log plu) 一 | <—(x—2), #>2, 
RE 


pla) eee, u 27 2. 
这 就 证 明了 p(w) 一 OC). JIREH, 
为 了 讨论 vG) 的 性 质 ,我们 需要 下 面 的 引 理 ， 
引 理 10 ix HC 是 满足 方程 
人 l&ux2, 


uH'(u) = —H(u—1), «72 
B3 x ER E L0] HC) ERAR, HA 
Ha) >0, H(w)-—0t(e7"). 
. 证 BHO) 的 定义 知 。 


(aH(u)) = H(s) — H(u — 1) - E OLDE Rd. 


uli(u) =a E H(i dt, i u ze. 
a H(u) 亦 满足 方程 : 
T4T4 
u 
Hu) =m L NOT > "22. 


以 下 的 证 明和 引 理 9 完全 相同 , 故 略 . 
引 理 11 i AG 为 任 一 连续 函数 ,满足 条 件 
den ]1zuwxm2,; 


ao) « .- |. aca, 422, 
则 一 定 有 有 
0 «zl, 
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i Xxlissesl1h«BsEXA A) 过 0 成 立 . Hits, 
Hp oa dE (ui) m max AG). 若 刀 委 2; 则 就 得 到 A(u)0s. 


若 ul 2, 则 有 
Kwoti 
HEBEN Al) s 0, 所 以 亦 有 A) <0. EE, 
51812 HAR w(w) 我 们 有 
w(u)- e + O(e™"). 
证 由 w(w) 的 定义 可 得 
uu'(u) = w(u) + (n — 1) — V I Gd. «>2. 
这 样 , w(u) 就 满足 方程 
E 1«s4«2, 


1 


AG) ds e - A(u), 
i71 t 


TORTOLA m1 
前 已 证 明 w(u) 是 连续 函数 , 故 有 | 
"n 一 一 ， 1442, 


leGO) «zz V lwQidn 2. 
因而 少数 
|w («2| — HCo) 
满足 引 理 11 的 条 件 , 故 由 引 理 10, 引 理 11 即 得 
| e'(u2| < HO) = OCe7"). 
由 此 容易 推出 oto) 存在 ,并 有 
EE NO = w( +0) + O(e7*).(60) 
下 面 我 们 来 定 出 (+o), i 
ys) = N e^"w(u)du, s2» 0, 
显然 ,右边 的 积分 对 ;之 5 > 0 EAN — SUCRE , B. 
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1x62] « r edu = i, ; 0, 
所 以 、 
lim Ks) = 9. 
由 (57) ARA 
yG) = maet — Pe 
E i vut RUE 


: -一 N ed(uw(n))) 


e e™ 1/ aet 
om A t — d uwiu)e 
s 


-— le~ — l | e7""w(u — 1)du 
$S 42 


= Lema t y». l | 52-0, 
即 | 
TE - (S + 工 ] au $290. 
故 有 
log (1 (2 = — | (E——- ela 
--| o dt — logs + cs, 5270, 
所 以 
ys) = e, exp (- | 一 一 di 一 log s) —1, s20, 
BUT yC) 一 0 及 熟知 的 积分 
"i 
故 得 ce 一 ec 了 及 


一 TEE EP 
yG) 一 二 "(=f 一 à) 一 1， $20, 
$ 
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由 此 推出 
lim sys) = e7. 
但 另 一 方面 由 y C5) 的 定义 及 olu) 的 性 质 可 得 


1 


3 ew (udu, s 2» 0, 
s Ji 


y(2 = na + 
sys) = e7 + | e" w'(u)du, 
1 


HF w(u) «e, Ex EXLRIULBURTR. 
lim sys) = 1 + N w'(u)du = w(co). 
这 就 定 出 了 
wC) 一 er, 
由 此 及 (607 式 就 证 明了 引 理 . 
现在 我 们 来 证 明 本 节 的 主要 结果 . 
定理 8 d», (48) 式 所 定义 的 连续 函数 F(u) 及 Hw) 具 
有 下 述 姓 质 : 
(D) F(w) 是 正 的 减 函数 , 旦 有 | 
F(u) = 1 + 0(e7), (61) 


Gi) Ka) EERBAAR. HA 
Ku) = 1 + Oe) - (62) 
(ii) F(a) — Ku) > 0, wl. (63) 


证 由 (55), G6) 式 可 解 出 p 
FQ) = e (wu) + 9), ul, 
fu) = cr Co 一 ee, “u =l, 

以 及 x 
Fu) — fu) 一 2er P, "=l, 


应 用 引 理 9 及 引 理 12， 从 以 上 三 式 立即 推 得 (61), (62), (63) A 
"loi^ 


HR. 
下 面 我 们 首先 来 证 明 F(w) ERAR. h O1) AREEN 24 
“u > 3 有 时 一 定 有 
F'(u) « 0, 
HRIH. 如 若 不 然 , 则 一 定 有 一 > 3, 使 
F'(4) = 0, F'(u)«0, lsu- te, 
2—Jjm. 利用 (63) 及 (48) 式 , 一 定 存 在 téis #3 满足 2 « ug — 1] 
«ou < Hos l= #1 一 t <L uu <L Du 使 有 
0 = us F (wo) = fCuo EI 1) 222 F(ug) 
« fus 一 1) — Ku) 一 —f'Ga) 


-—L(F — 1) — fu) 
« (Flan) — Fm— 1) 83, 


FE m < uo WE F'Gn) > 0, 这 就 得 到 了 矛盾 。 所 以 一 定 有 
F'(u)-0, «>l, 
BD F(u) 是 狭义 的 减 函 数 .其 次 来 证 明 忒 *) 是 递增 的 ,显然 只 要 证 
明 
f(u)70, wu22, 
H C63), (48) 式 及 FCo) 的 狭义 递 碱 性 知 
uf (u) = F(u — 1) — flu) > F(u —1) — Flu} 720, «2 
这 就 证 明了 Ta) Cu 之 1) 是 递增 的 ， 且 当 w 守 2 时 fn) 是 狭义 
递增 的 ， 所 以 由 (47) XXI Co) 是 非 负 的 且 
Ku) >0, «22, 
由 此 及 (63) 式 即 得 
- F(u)20, >l. 
引 理 全 部 证 毕 . | 
1e X pgs DO RES AUTE d XCP SCRBUT TIS 1X — T EE CAS E I. H 
得 到 了 强 得 多 的 结果 ， 但 在 这 里 并 不 需要 ， 可 参看 [10], [14], 
[221, L7], 18], [49], [79], 
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$6, Jurkat-Richert 定理 


本 节 只 讨论 二 1、 即 线性 的 情形 。 在 这 一 节 我 们 将 证 明 本 
章 的 主要 结果 -一 Jurkat-Richert 定理 。 在 本 节 内 我 们 应 用 $1, 
$ 2 及 $3 中 的 符号 ,由 于 本 节 中 的 素数 p. pi 都 仅 在 集合 多 中 取 
值 , 为 了 简单 起 见 , 条 件 PC. PEP 等 一般 都 将 略 去 不 号， 
并 在 推导 过 程 中 将 Seg P, 2) 简 记 为 S(er; a). TEENS 
JVT 3138: 

3|]38 13 i2 « B «x 4, 0-cosilUEC-mi(B,47"), 
2D SC, WARI 25, G3) 《x 一 D 成 立时 ,我 们 有 

I= >, wtp w G)exo(— log. £) | 


parec P log p 


log 4 log 4 
< oW CB ) ex (- —5—— Z3 ). 
"m ERICH log B (1+ o, iD 


证 由 引 理 4, 引 理 3 及 推论 3 ( 取 * 一 1) 可 得 
a a T 


log £ 
rfe «C 1 
rof ui «Cn 


eov e) 


« wCB) ms B po- log 4) 
log C 


十 itn log B exp(— JOH 4)) 
log^ D 


log C 
-WB)- = 2 P exp(— log A 40 ( log 23) 


log C log? D 
车 CB A" ko 


+133+ 


log B 
—— sm? 
bgd ~ i 


若 C =A BLA, WE xe 24 xz 10 NERA, 以 及 1 
« R4. l, gA 


log B 
log B exo( — deg 4) = Jog 5 exo( — lj «5 exp( — log 4 
log 4 log C log 4 e log B 


综合 以 上 三 式 就 得 到 了 所 要 的 结 采 ,证 毕 . 
下 面 的 引 理 是 Byxnrra6 恒等式 ( 引 理 1) AHERE. 
引 理 14 Brasas sE 
E = plap; —E8/ppcp. 
则 对 任意 正 整数 M 有 
SLA Pa x) SC in) 
十 2 (—1)5 Mj slg”; P, z) 


Gy) x4» 2, £4 


CD! D AP, pu) 


(Mi zo 2, £4 
M 
+ OD A) o SGe:m.p), (64) 
i t=] Gi s, 2, 8, 


其 中 是 表示 对 pis Py， > Pi 这 上 个 素 变 数 求 和 ,其 求 和 


CE 34s ce) 
范围 (is ris Zs E 
PP pk, Gel ei), 


SO 是 表示 对 me 刀 ，，……， 记 这 上 个 素 变 数 求 和 ,其 求 和 范围 


(o 2, 5 0, 
(i; 21s 2 £):29 
| e Ep pea mco pi Bp 
(G= 1, si — 1), Ap < 
UA 
a un e2 pay ple 
证 由 3 引 理 1 知 


ERSTE 


Sl i x) = SC: n) — 5 SC or ?; p). 


TN 
AF a<: sE, AA R= p/p DES p, AMTERNE 
mix Cz 分 拆 为 二 部 分 : mnpnecspnmebhomnmpn-es, 
Ep x pr ET, 这 样 上 式 就 变 为 
Sts gz 一 Sam 一 9, SQ p) 


fim, zr 
$148, 
5. 
一 ^ SC pn). 
rp ír 
exp, «t 


这 就 证 明了 (64) ARA M 一 工时 成 立 ， — 个 和 
式 中 的 每 一 项 SCuez2; p) 应 用 引 理 1, 并 作 类 似 的 分 拆 就 有 {( 注 
意 到 这 时 p m. MAS utn^mp) 

So U; pm SC iu — 2) SC 05 p) 


tA 


= Sen D SC 7: 5) 
xi&f, ps 
pct, 


Z Sr; p), 


ET — 
zc £;&p2«65 


On & nix 2, hi 8). 
把 此 式 代 人 前 式 即 得 
Sla; r) =m Sl) Mm — D, Sf; m) 


ile Zj: Ss L7 


# SC s p) +D E ,Ds 


(25 Zj: Ze $ CE 1 Kir 1,9]. 


这 就 证 明了 (640534 M 一 2 时 成 立 。 问 样 , 如 继续 对 上 式 中 的 

第 二 个 和 式 中 的 每 一 项 应 用 引 理 1, 并 作 类 似 的 分 拆 就 立刻 得 到 

(64) 式 对 M =3 成 立 。 恒等式 《64) 式 就 是 这 样 逐 步 准 导 出 来 

的 ， 我 们 不 难 用 归纳 法 来 给 出 一 个 严格 的 证 明 , 这 只 要 将 (6 人 9) 式 

中 的 第 二 个 和 式 中 的 每 一 项 应 用 引 理 1, 并 作业 似 的 分 拆 , 即 把 求 

和 范围 a S pun < Pus 分 拆 为 21 S pun < Pu» Pun < Eun 及 
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ix Puri < Pus Eyn S Pu El 这 样 二 部 分 ， 这 样 ,我 们 立刻 
M C65) 式 对 M 成 立 推 出 (64) AH M 十 1 亦 成 立 . 具体 的 过 程 ， 
这 里 就 不 写 了 ,证 毕 . | 

这 里 要 作 一 点 说 明 : 对 Byxumaó 便 等 式 作 这 样 的 分 拆 是 由 
$4 所 证 明 的 二 个 估计 第 函数 的 基本 定理 所 决定 的 。 因为 初始 值 
z1《 要 相对 于 所 有 的 $/，1 二 7 所 MO 可 取得 很 小 ,这 样 (64) 式 右 
边 的 第 一 项 及 第 一 个 和 式 中 的 每 一 项 可 用 定理 7 得 到 一 个 精确 的 
渐 近 估计 . ob (61) 式 右 边 第 二 个 和 式 中 的 每 一 项 ， 由 于 户 E; 
(xis M)， 故 利用 定理 7 亦 可 使 其 平均 说 来 得 到 一 个 好 的 上 
AA FA. 对 剩 下 的 右边 第 三 个 和 式 中 的 每 一 项 , 我 们 可 以 
利用 定理 6 得 到 一 个 至 今 可 能 得 到 的 最 好 的 上 界 估 计 ， 而 下 界 就 
只 能 用 不 小 于 零 这 一 显然 估计 。 通 过 用 这 样 的 方法 来 估计 (64) 式 
右边 的 所 有 各 项 ， 我 们 就 得 到 了 SQ P, r) 的 上 界 及 下 界 估 
计 , 虽然 在 原则 上 这 些 步 又 是 十 分 清楚 的 , 但 在 形式 上 却 很 繁复 ， 
我 们 需要 分 别 来 讨论 它们 的 主 项 和 余 项 ， 

为 了 讨论 主 项 ,我 们 先 证 明 几 个 引 理 . 

从 引 理 4 出 发 ,和 引 理 14 -一样 我 们 可 以 证 明 对 W GO 有 相同 
的 恒等式 成 立 , 

引 理 15 在 引 理 14 的 条 件 和 符号 下 ,我们 有 

ww) eco E eB) (uy 
i=l zen), PV 
TED Du. P ) 


£Mco 5 EeP Wp), 


CEPR) 


证 明和 引 理 14 的 方法 完全 一 样 , 只 
到 的 引 理 1, 故 略 ， 
引 理 16 ix 
dita m 1 | 三 1(2), 


fo», l2 0(2), 
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A smi OF à n moo reme enm cmm rr m e 


其 中 函数 F) 和 fw) 为 $5 中 定义 的 孜 数 ， 若 条 件 (325, (33) 
(x = 1) 成 立 , 则 在 3 引 理 14 的 条 件 和 符号 下 ,对 任意 正 整数 上 有 
Wih: ( Hei a W (2, yi (ie log D, 


log z; 


+ CD XN dw C) 


121 Gi zs 2. 4 Og 21 


4-1) bo alpi: P Pu) W (Pupun (Let) 


CM 24,7, E) pi E Pu 


Lc M eh) wg, 1659 
ial G x, 3,0, Pi log p; 


+ Ry; (65) 
Hm 
Ry = 0 (Wwe) EE 2! 


证 出 引 理 4， 推 论 3 {x — 1) & é)GOC« Ze 1) 的 有 界 性 可 


| 


Hf 


E6103 Wn e) 8) 


sj&pcz hà 


= dii (Case af 5 Ea wD) 


M 
e — HW c Piri ra 1) d (z 
We) em Cot — 1) e (07) 


2 
+0 (E C Tog 5) 一 —w (2) zi | log E s, (2E 
log? zi log E log z log z 


_ log £? log £7 W (x) log z 
log si T ( log 3! 23 o( log? zı ) 

上 式 最 后 一 步 用 到 了 泥 数 和 f 的 关系 式 《49) R (50) ZRBDC48) 

式 ? 应 用 推论 3 《x 一 1， 上 式 可 改写 为 


i》 这 也 就 是 $5 中 要 那 辞 定义 函数 F 和 的 原因 , 其 初始 信 (472 式 则 是 由 $4 的 
二 个 基本 定理 (定理 6 和 定 埋 7) AMAER, 
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wet E E) = W(z)i "I" gS -| 


lo g 91 


C 
o(p) W (Ppi (2 5 ) 


s&p <z i1 gh 


0 (mw (a) 285). (66) 
` log* 21 


BH: RIDES IRE 14 中 所 做 的 一 样 分 拆 为 二 部 分 就 得 
到 | 


W (d ues W (z)h; (mE ) 


og 21 


; en. WGp0dia (est) 
1 


TEP cx 
90.5 


一 M ep) W(piddua daii) 
iuc A ( log £i 
6n zE 


+o (wz), |. (6D) 
\ log? zi 


这 就 证 明了 (65) 式 对 M 一 ! 成 立 。 以 下 的 证 明 是 和 引 理 14 完 
全 一 样 , 只 要 用 (66) 式 代替 引 理 1, 并 继续 进行 类 似 (67) 式 的 分 
Pr. 所 不 同 的 是 这 里 需要 考虑 余 项 , 每 应 用 一 次 (66) 式 就 多 出 一 
部 分 余 项 , 因而 就 要 对 所 有 这 些 余 项 的 和 进行 估计 ， 我们 把 (65) 
式 右边 第 二 个 和 式 中 每 一 项 应 用 《56) 式 ， 并 作 类 似 (67) 式 的 分 
拆 得 到 


W (pu)bisu s) = W (adren (85) 


log zı 
d c Dua) i log Su+l 
P neun 
souri<py PMH log Pu41 
PM4SEM AE 
to : flog£? 

= > to pu) urs ( g Eum ) 

Eut Pap ee 
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+ 0 (wy) EP). 
log^ zı 


把 上 式 代 人 (65) 式 , 经 整理 后 ,所 得 到 的 主要 项 正好 就 是 465) A 
-对 应 于 M 十 1 时 的 主 项 ,而 余 项 有 关系 式 


Run = Ry TO ( » pu) Pu) W Cpu) log fu), 


(Mi z4,5, 1 PV * "Pu log? $81 
BEDA 
W (py) log pu € W Cz) log z, 
EC | 
za Cr} logz 1. ep) V 
Ryaa Ry + o (E log? Rt M! P " ) 
由 此 并 利用 引 理 5(x = 1) 即 得 
Run & WD : ET 1 ep) Y 
E t(4xi(x xm 


-1 :! P 
M z ep) log? z 
« iuum " e 22 ste) « Wz) log? n 
PE 
现在 ,我 们 来 证 明 本 章 的 主要 定理 . 
定理 9 MUR. (33) (x 一 1) 成 立时 ,对 2 志 z 志 5 有 


P, XWG) {F (oe 


log z 


y 9 (cip p») + 2,3"^|r]; (68) 


pe : 
E 
Ser P, z) > XW (e) | f (85) +0 ( "3:27 
" S Dral, (69) 
elp{z) ; 


4x0 
其 中 F 和 了 为 $5 中 定义 的 水 数 . 
证 “ 当 吉 有 界 时 ,由 定理 7 及 Flu), flu), (uw > 1) 的 有 界 性 
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知 (68), (69) 式 显然 成 立 ， 所 以 我 们 可 假定 
ET, (70) 
€i 为 一 充分 大 的 待定 常数 ,其 次 : 当 吉 充分 大 政 
log $ 
loglog Ë 
KK. ATÉ C61), (62) ARY. 故 从 定理 7 亦 可 推出 (68). (69) 
式 成 立 。 因 而 我 们 还 可 以 假定 | 
exp ( ni je: GD 
现在 我 们 要 在 条 件 C0), CD 下 利用 引 理 14， 引 理 16 WE 
理 6 及 定理 7 来 证 明 (68) 及 《69) 式 .为 此 取 


log z & 


zı — exp (og). (72) 
34 (70) , (71) 式 成 立时 , 必 有 
àszpsrut. (73) 
TH E ARUM ge E 
2 Cog e (2 < Cogg)? i 
loglog Ẹ 2 log log £. 


下 面 我 们 将 使 用 引 理 14 KIA 16 中 的 符号 ,并 不 再 作 一 一 溢 朋 ， 
X pjE (二 1,2,''', MO RES 
B = Bp > Eip (f= 1,.**, M) 
(E, = E), 所 以 
log ë; > Flogéit (1,2, 7 MJ. 
Bp 
lE > (2) logs God M), 
利用 (74) 式 的 右 半 不 等 式 ,由 此 及 (72) 式 可 得 
log 5; a =j " à 3. 3 ye logs 
ui» (S) (log £) > 十 位) . log log £ 
Gl, M), (73) 
+ 190 * 


要 注意 的 是 以 上 三 式 仅 在 满足 条 件 pj Bj 3.2. M) 时 才 
BAL. 
利用 引 理 16 的 符号 pilu), SO AASRATHLEEUEHS 


(—1)" {SC xw ee (8 | 
«o( A Y gai (76) 


(lg£) ^*^ — m 
< 
就 同时 证 明了 (68) 及 (69) 3X, 由 引 理 14. 引 理 16 我 们 可 得 
itl log 5 
一 $ ;z)-— XWiz 
CD [sns 2) — xw coe. (857) 


up oye fsc; z;1) — XW Czo (1 Ji 


log 21 


" x (—1y* b3 sr 23) 


Gi Zis Sy h 


so: 7E). XW Gus (bs | 


log 21 
一 ah MEET, 
IC TETTE: $h 


p o ; x) XW Cpu)bi-u [65 


-Éees ELS 


(iiz r£) 


- tcp) XW is (een zE} 


十 O (aroz) m lo 十 I 十 I; 十 I; 
d log? zy 


+ 0 (sw) 3! (77) 
我 们 将 用 定理 7 来 估计 lo 1 及 了 ,对 1 的 估计 则 用 定理 6. 在 应 
用 这 些 定理 时 我 们 疲 和 注意 利用 CO. (6) 及 《7) X. 此 外 , 为 了 便 
于 计算 ,定理 7 的 主 项 中 的 误差 项 
e 1917 


oes nne) 
| exp wu E 


将 月 
O (exp( —2r)) 
来 代替 . 
(1) HS fib: 由 定理 7 及 $((4)—1-40(c7), uz1 
可 得 | 


lo (XW (sexp( —2 Ješ.) ) + RCh) 
\ log z1 // 


RO = » mal. (78) 
ESI 


由 此 及 推论 3 (x - 15, (72) ms z< Ë, 可 得 
log z M z lgs 
LSO (xw co 18 E exp —2 loz rae) + RCL) 


= O(XW (e) log “5 exp (— 2 lóg^z)) T RU) 
XW Ce} i 
= Q + R(lo). 
T log " de: 
(2) h 的 估计 : 由 于 这 里 的 求 和 范围 Gi; ep» č3 E WERP 
zt < 二。 所 以 我 们 可 利用 定理 7 来 估计 其 中 每 一 项 
SC Ds; 2) 一 ncm XW zn) gir ds ui), 


这 时 定理 7 中 的 .or Esz a p I? EL xr 由 定理 7， 
: ion = 1 + 0(e7),« 2 10, 并 注意 到 (5), (0. CO 式 可 得 


M—1 4 
hS o(* 2 cud 
i=l Cie ziz”) Pl' 4 


aN 
x XW(n) ex (—2 us ) + RCL) 
Em] ^- 


ign 


M-1 


RU)-, 2, 2) "ln ul. (89) 


Ped Grz, LR) dij(z) 
dei 


由 此 及 推论 3 (x 1), (5) A, 1 i M1, BEBE SQ = 1), 
+ 12254 


z SE, (72) 式 可 得 


logs 1 ad i wip) VY 
和 (xw) sep) Y) 
NC log zi "7225 i 2i, ? 


+ RQ-0 (xw cos : x) + ROO 


O ES) + RS). (81) 
G) LW: 这 里 需要 利用 引 理 13， 比 的 估计 要 复杂 ， 
同样 ， 由 于 这 里 的 求 和 范围 CaMd ; 813 25 E i ERIF Pu 一 Eu AN 
可 利用 定理 7 来 估计 其 中 每 一 项 
Sar 95 pu) — C Pi xy (pr) pir (188i, 
pv “Py log Pu 

这 时 定理 7 中 的 .er , Es = 分 别 以 .ar 70, Eus pu 来 代替 ， 这 样 由 
定理 7, plau) — 1 十 OCe7), uzl, 并 注意 到 (5) (6, CO X 
可 得 | 
I, of »3 MEC P xy (pu) exp(—2 brio) + RCL) 


(My z,, x E 


oi S 5 OLOTE (82) 


(Mi 2, 2.04 dl2 (py 

4«ti, 
利用 E o Eno pu A 
I «o(e cupro c pup. 
i m2 Pi “Pu 
z 
x XW(pu)exp(— togia.) +R). (83) 

. log pu 


我 们 来 考虑 “0” 项 中 的 和 式 ， 
A qnt) wy, _ logi 
IN DP. v aal .log pu ) 
— : ep: : Dui) c pu) 
"2s. Pit Pu- "^ Pu 
LN 


x W(py) op ( — Eti Y, 
M 
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由 于 这 里 的 求 和 范围 满足 条 忻 : Pu x Ëu: Pu ~ Eus 以 及 出 
条 件 pu < En 可 推出 py 过 1 所 以 我 们 可 对 上 式 右 边 的 内 展 和 
应 用 引 理 13 (k D = m. A = Eas B = fua nm 本 ,这 时 
= mín (py-1, 总 人 1))， 得 到 
epu) W (pu) ep(— log uar) 

Pu 


iSpy PM 1 log Pu 
Puiu | 
cpu) log Eiri 
< 5 W Cpu) expl 一 
mmpuxpy s, Pm log pu 
Py cE 
1i ( log Ei- 61 o (thes log E41 E) 
一 于 oS de = 
» 3 (pui) exp woa Data 


B e log u- 
«$90 m(- o + 0 (eralym)). 
LASH po Eu- E Pu Pu» Si «E 及 (72) Pu. 
由 以 上 二 式 区 得: 


A « (1 +0 人) 2 r0 


: ep ee epu) W (pu) exp (- log Eh- j 
PB ttPua log Pu- 


这 样 继续 应 用 引 理 13, 我 们 最 后 就 得 到 
a(i (1 o (eee). 
由 此 及 《83) 式 即 得 
0 (| ( +0 Gris) XWG)) + RC. 
ita — (1 + O(Clog 2709), 把 “取得 充分 大 ,使 ?< 1。 Bi 


以 由 CAD 式 所 确定 的 好 的 下 只 知 


3 MON OC 
log (34) « log ê log (Cle E) ) 
1 3 log log E 
s 
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HT 


log > p 42 
所 以 只 要 e; 取得 足够 大 时 ,就 可 使 


log (6*) < — 工 loglog £, 
因而 推 得 
XW (x) 
n<ol( e ps] + RO) (84) 
š (4) L 的 估计 EE EE Ci; 21, zs Eh BERR F 
ESPE, 
MARE F(w) RI u) 的 定义 知 , 这 时 有 
biai ( log iyu, dedos ps 2e*log pi 
leg f; log £; 
及 


十 三 1(2) 
br (s) 0, 了 十 5 天 0(2) 
由 此 并 注意 到 得 函数 总 是 非 负 的 ,就 得 到 


G Ti» z,0, 


L 2 | [5C ars p) 
| PS | 


们 有 


cp pi) XW(pj) 2erlogp }. 
| NA log $; 
现在 我 们 用 定理 6 C — 1) 来 估计 其 中 每 一 项 . 为 此 ,定理 6 中 的 


Ži 


A > Es z 分 别 取 为 ey 7. Eio pi 并 注意 到 (5), (6), CÓ XX, 
n<o(š cpi - a XW Cp) EP 
LSECETTERL Pv 


z) + RS), 


* T? 


mn dn 


M 


RCL) = SS S 5 Osl (85) 
k i=] (is t Ejs 3a t), 41P(pp) 
ig < 好 


利用 W Cp.) log p; & W) log z,( 即 推论 3), &; > zr (=1,*……， 
M), 5| 5Cr = 1), s < E IR OD RRITE 


> eU) xw) EP 
log'é; 


=L (izp, ,6 Pv 


exw e S i( ys era) 
ES <z 


log? zl $mi i! P 


log? z XW Cz) 
« XW i R 
i2: og?z; Clogg)" 


因而 得 到 


XH (z) 
xo 《 x) FRA, (86) 


综合 以 上 结果 ,由 《77), 09). (81), (84), (86) 式 我 们 就 得 到 了 
(spe fsc; 2) 一 XW (2), (es «o ( A) 
ORCI) + RC) + ROS + ROS), (87) 
后 , 我 们 来 估计 余 项 。 类 似 于 (46) R, 不 难 证 明 对 任意 函 
SX A(a) 有 
DD 3 8G) Mj MEC, 


4I mowpct 2 
aO dz A ! d<i 
FI, 


- > Ad) 十 2) P^) 


x,&P,Xx deg? 
4 全 名 $5, nur 


+ > Mp) - 


sp <a da<? 
tpi «£i dle) 


— 204 2j 5 hid) 


dct a di 2 
a P Yer 18. dct 
ale 
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+ DD, M kp). (88) 


(t EST] 1,0, d«e1 
adPCp,) 


应 用 类 似 于 引 理 14 的 这 种 分 拆 方法 继续 做 下 去 ， 我 们 就 得 到 
Z Rd). 2i h(a) + py 2) D HAn': pd) 


i =1 € 2 
Ait) Ern Mis s 8n Een) 
3, 


d p? > A(pi- ‘pud) 


(Mı tjs z,8) 2 
1! 83 1 4x, 


dlP(pu) 
+ 2 > >) hp (89) 
= 1 (fs zyz. È) d<i? 
PITT 


现 取 20) = 3"(2]5,], H (895, (78), (80), (825, C85) 式 并 注 
意 到 vi(ga) > (2) 即 得 
3D ya] z- RC) 十 RS) qogtt qo On. 


«ze 
dpt. ) 


由 此 及 (87) 式 就 得 到 了 (76) 式 , 定 理 证 毕 . 


附注 1 GpicexP > 1) 时 "定理 9 亦 成 立 ， 因 为 这 时 /~ 全 ) 


= 0, 所 以 (69) 式 显然 成 立 。 从 定理 6 可 推出 (68) 式 ,不 过 这 时 主 项 中 的 “0” 
项 : O((log&) /*) 要 改 为 O tog#)"')， 这 时 "0" 中 的 常数 和 14 A R. 
有 关 本 节 中 的 “0” 常数 要 依赖 于 哪些 参数 , 一 般 说 来 并 不 重要 , 我 们 就 不 一 
一 指出 了 . l x i 

附注 2 EARR RIZE ERAN IX Sla); Pla) 2», 
其 中 la), 2(9)》 由 (5) 式 给 出 。 只 要 注意 到 (6), C) R MES 9 直接 就 
可 得 到 所 要 的 估计 ,这 时 ， 要 把 (68) 及 (69) 式 中 的 t. PRR o (a), 9 (a), 
以 及 把 


1)》 这 时 我 们 不 妨 扩 大 函数 及 f 的 定义 域 ， 使 Fln) = 
一 0 (Kui) 


s <ul) Ef) 
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Pa p 
pem t 
分 别 用 
X(a).— og) X, P(z, 4) 一 TI fs 
4 pcs 
Pt33(q) 
W(s«4- IL. its T. > Ta» 


pez 
€ 


< 
EPIA) 


来 代替 ， 附 注 1 在 这 里 亦 成 立 ， 
在 定理 "中 ,由 函数 F(x) 的 递 威 性 及 了 沙 数 fw) 的 递增 性 知 ， 
参数 所 相对 于 z 取 得 您 大 , 对 主 项 来 说 头 傅 能 得 到 好 的 估计 . 这 


在 下 界 估计 中 尤为 明显 ,因为 当 直 之 = 时 ,有 :+ (aE) 一 0 而 只 
能 得 到 不 小 于 零 的 显然 估计 .但 是 ， 在 一 方面 ， 的 选取 必须 使 


余 项 
3 3*9 E 


4cÜ 
dl PCz) 


所 得 的 估计 的 阶 小 于 主 项 中 XW Ce) 的 阶 时 ,才能 得 到 有 效 估计 ， 
"办 此 ,5 的 选取 受 余 项 估计 的 结果 的 限制 ,而 相对 于 X 不 能 取得 太 
大 ;在 另 一 方面 ,在 应 用 中 所 需要 的 却 正 是 * 相对 于 X 来 说 不 太 小 
(如 z 一 X5,0 之 5 过 1) 的 傅 形 ,这 也 就 是 要 相对 于 X 来 说 不 能 
取得 太 小 ,所 以 ,估计 余 项 是 十 分 重要 的 。 应 用 同样 的 得 法 , 较 好 
的 余 项 估计 就 能 使 我 们 取 较 大 的 5， 因而 得 到 较 好 的 饰 函数 的 上 
界 及 下 界 估计 .对 此 ,我 们 证 明 下 面 的 定理 ,以 便于 以 后 的 应 用. 
定理 10 设 2 委 < 委 和 ， 莫 存在 正 数 0<c 委 1 及 了 之 0， 
-使 余 项 估计 


DY amie < -一 |. (90) 
d«X' log B x log* X 
(d, P)-1 


成 立 , 则 当 条 件 人 8)，(337 € 二 1 成 立时 ,有 
SC; P, 2)< xw Ge) | r (e82) 


log z 7. 
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(i) 0n 


及 
f z (a IEX 
Ser; P, 2) XW I a C) 
1 
+0 (am) (92) 
ut 在 定理 9 中 取 PO X*log X, MAR EBAN XE 
有 
2 < z < In 
因而 定理 3 成 立 (注意 附注 D. pi (495, 500 式 容易 推出 
log £? log X“ log T2 o 
r (25) = p (J s ) T o (Priest , (93) 
log £? Lus log X* log X 
| i (EE) ( antol lgX 7 nod 
It^ BER 20(& 一 1) E C900 式 推 得 
| ADe, XW (e) 
B dra « Tio XY d 


FH (935, (945, (95) 式 , 由 (68)， C69) 式 就 立即 推 得 (91)， (92) 
ARY, HAR X, 定理 显然 成 立 ， 证 毕 . 
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第 八 章 ”算术 数列 中 素数 分 布 的 均值 定理 


在 第 七 章 中 ， 我 们 已 经 知道 第 法 有 二 方面 的 问题 ， 一 方面 是 
研究 它 的 主 项 ,这 就 是 该 章 所 讨论 的 内 容 ; 另 一 方面 就 是 要 估计 它 
的 余 项 。 余 项 估计 是 一 件 十 分 复杂 的 事 , 相应 于 不 同 的 数论 问题 
就 会 出 现 不 同类 型 的 余 项 ， 对 不 同类 型 的 余 项 就 要 用 不 同 的 方法 
来 进行 估计 .在 运用 得 法 研究 把 一 个 大 偶数 表 为 一 个 素数 及 一 个 
第 素数 之 和 的 问题 中 ,我 们 将 会 在 第 九 章 中 看 到 ,所 要 估计 的 余 项 
正 是 第 七 章 (27) 及 (28) 式 所 指出 的 那 种 形式 ， 显然 , 这 是 要 研 
” 究 算 术 数 列 中 素数 的 一 种 类 型 的 平均 分 布 ， 这 正 是 本 章 所 要 讨论 
的 内 容 。 
ik (i, 4) 一 1, 4 之 1， 算术 数列 

s—lctk&d, k=0, t1, £2, 
中 的 素数 分 布 问题 是 数论 的 中 心 问题 之 一 ， 它 有 许多 重要 的 应 用 . 
我 们 采用 符号 
x(x) = x(x; 1,1) 一 之 1, 
z(x;d, D= X 1, 
PERA) 
Lix 
Ex; da l) = z(x;d,l)— e) (1) 


以 及 相应 的 | 
| $C) = px; 1, 1) = S AQ, 


nx 


plr; d, D) = > Al), 
CD 


E(x; 4,1) = (x; d, I) — FO & 25 
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大 家 知道 ,利用 zx. 1) 及 g(x; di 的 数 知 的 关系 式 , 容易 看 
出 在 本 章 所 讨论 的 问题 中 ,对 Ex»; 4. 7) fa E(x; 2. 1) 的 研究 是 
等 价 的 。 为 方便 想见 ,下 面 将 只 讨论 EC; d. 了 (因为 通过 Perron 
公式 , 即 引 理 2 ,我 们 就 可 利用 工 消 数 的 理论 来 研究 它 ), 而 所 得 的 
结果 对 Eor; d, D) 相应 地 亦 是 成 立 的 ， 
关于 素数 分 布 最 重要 最 简单 的 结果 就 是 熟知 的 素数 定理 ， 
pla) = x + Olrevios*), 

TBI 

E(x; 1,1) & xecni loss. (3) 
进一步 由 Sicgel-Walfisz 定理 ( 见 第 六 章 引 理 2), 对 任意 固定 的 正 
数 A, 当 4 « log^x 时 ,一 致 地 有 


Elx; d, 1) K ret ER (4) 
男 一 方面 ,如 果 广 义 Riemann. Hit (GRH)' 成 立 , 则 有 
E(x; d, 1) & x*log/x (5) 


成 立 ， 以 上 这 些 结 果 都 只 是 表示 在 一 个 算术 级 数 中 素数 分 布 的 状 
况 。 前 已 指出 , 这 里 所 需要 讨论 的 是 形 如 第 七 章 (27) 及 (28) X 
所 指出 的 那 种 在 一 些 算术 级 数 中 素数 平 向 分 布 的 状况 。 下 面 将 会 
看 到 ( 见 推 论 1), 第 七 章 (27) 所 给 出 的 余 项 可 归结 为 讨论 下 述 形 
式 的 算术 级 数 中 素数 的 平均 分 布 


RoD, x)= Y max max | Ey; d, D], (6) 
或 相应 的 
1 
了 t ; i æ. 
RCD, x) zm mas | E(y 4, 1)] (7) 


显然 , 由 Siegel- Walfisz 定理 , 即 由 (4) 可 立即 推出 , 对 任意 正 数 
4， 有 


R(log^x, x) & we Psr, | (8) 
而 另 一 方面 ,车 CRH 成 立 , 则 由 (5) 可 推出 ,对 任意 正 数 4, 有 
R(x?log-^*?x, x) «& ylog-4x， (9) 


估计 《8) ART ESEER E OO 是 一 样 的 。 佑 讨 《97 虽 好 , 却 只 


s 201] *» 


是 一 个 假设 性 的 结果 。 我 们 把 命题 : 所 有 工人 (*，X) 的 零点 的 实 部 
都 不 大 于 5， > «8c, 95098878] X, Riemann 假设 ， 简 记 作 


GRH,. 1962 年 , 王 元 na0 指 出 , 某 些 数论 问题 在 G RH, 成 立 下 所 得 
到 的 结果 ,在 用 下 述 条 件 来 代替 时 亦 成 立 , 这 条 件 就 是 : Win d 
一 6, 对 任意 给 定 的 正 数 A 及 任意 的 ? < 加 一 定 有 
R(x", x) « x log" ^x (10) 
成 立 ， 所 以 研究 形 如 (7) 式 的 算术 数列 中 素数 的 平均 分 布 是 十 分 
EZH, 
早 在 1948 年 , 匈牙利 数学 家 A. Rényl?! 在 其 关于 把 大 偶数 
囊 为 一 个 素数 及 一 个 至 素数 之 和 这 一 著名 的 开创 性 工作 中 ， 利 昨 
Janar Ek. 首先 证 明了 :一定 存在 一 个 正 数 m 使 对 任意 给 
定 的 正 数 4 及 任意 的 7 < 加 , 有 (10) 成 立 0。 但 他 没有 定 出 各 的 
具体 数值 , 所 以 这 是 一 个 定性 的 结果 。 关于 具体 定 出 这 一 常数 ma 
的 历史 如 下 : 1961 Æ, M. B. Bapóan™ 及 1962 年 ， 潘 承 洞 吧 分 别 
”独立 地 证 明了 可 取 mo 一 " E m = i 1962 EARO, 1963 


A& M. B. Bapcau? 又 都 证 明了 可 取 mo 一 E 到 了 1965 $Æ, A. 
H. BunorpazoB/S! 及 E. Bombieri 分 别 独立 地 证 明了 可 取 ge 
一 = (Bombieri 的 结果 比 这 要 稍 强 些 , 见 定理 1)， 正 如 上 面 所 说 
的 ,这 一 结果 在 基 些 数论 问题 中 起 到 了 可 以 代替 GRH 的 作用 , BN 
而 这 一 结果 ,特别 是 Bombieri 的 工作 是 对 解析 数论 的 一 个 重要 贡 
献 , 通 常 称 这 一 结果 为 Bombieri-ButorpanoB 定理 ， 以 上 所 有 这 些 
结果 都 是 利用 估计 工 函 数 零 点 密度 的 方法 《 见 第 四 章 ) 来 得 到 的 
19681E£, P. X. Gallagher?* 不 用 工 函 数 零点 密度 估计 而 直接 利用 
复 变 积分 法 和 大 篇 法 对  Bombieri-BHHorpa;toB 省 理 给 世 了 一 个 有 
价 亿 的 简化 证 明 ， | 


1) Rényi 的 结果 在 形式 上 和 这 儿 稍 有 不 司 , 但 在 实质 上 是 一 样 的 ， 
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一 些 数学 家 猜测 ,可 取 m 一 1， 如 能 证 明 这 一 结果 ,或 证 明 可 
B mo 二 < to < 1, 都 是 重要 和 有 价值 的 ， 


我 们 将 在 下 面 (定理 1)， 惠 用 第 四 章 的 工 函 数 零点 密度 估计 
的 结果 来 证 明 Bombieri-BaaorparoB 定理 ， 

但 是 , 对 RCD, x) 的 估计 不 能 用 来 处 理 第 七 章 《28) 式 所 给 
出 的 那 种 余 项 ,而 对 这 种 余 项 的 估计 正 是 陈景润 在 其 著名 工作 "” 
中 , 为 实现 他 所 提出 的 加 权利 鞭 的 关键 问题 。 下 面 我 们 对 这 种 余 
项 的 形式 来 作 一 分 析 。 设 其 中 集合 4 是 和 一 参数 * 有关, 为 清楚 
起 见 记 作 d.i. Hu 


g(a) = gxCa) - 2, l, 


并 人 息 定 存在 一 个 正 值 函数 E(x), 使 对 所 有 正 整数 ce d. 均 有 

e & E(x) 
成 立 ， 这 样 第 七 章 (28) 式 所 给 出 的 余 项 ,显然 可 归结 为 讨论 下 面 
形式 的 和 


S Ma) S gla) 


d«D | acEN) 
(a, 4)-1 


(<N; sud x55) 


这 就 引导 我 们 去 研究 一 类 新 形式 的 算术 数列 中 素数 的 平均 分 布 : 
RED, x, £) = bF max ipax 
4x 


S) eGÓEGiadD. AD 
PE 


或 相应 的 
R(D,x,d',)-— b? max max 


iD yar (i, 4d)-1 


-| 2 g.G)EGs a, d, D (12) 
e« E( x) b : 
(a, 4)71 
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其 中 


Ec y; ásd, 1) = x(y; a, d, Dou (13) 
xy; a,d,1) 一 Pr 1 (14) 
apu) 5 
5 y 
 E(yia, d, D = dCy, a, d, D—-x5 : (15) 
Py; a, d, 1) 一 3 AC»). (16) 
Nr 


Jk] FE AEREE RD, x. 0.) RI RCD, x. RS 
研究 是 等 价 的 ;我 们 亦 将 只 讨论 后 者 ,而 所 得 的 结果 相应 地 对 前 者 
亦 是 成 立 的 。 本 章 的 主要 目的 就 是 要 证 明 《 砚 定理 2): HAR 
ECx) 及 g1), 亦 即 集合 df. 满足 一 定 条 件 时 ,对 任 给 正 数 4 , 我 
(E | 
R(xÍlog^?2, x, d.) « r log ír, (17) 

其 中 再 为 一 个 仅 依 赖 于 4 以 及 函数 E(x), g. Ca). 亦 即 集合 用 .的 
ERRUN 我 们 将 利用 复 变 积分 法 , 大 第 法 (第 二 章 ) 及 工 函 
数 四 次 中 值 公式 (第 三 章 ) 来 证 明 这 一 结果 。 一 些 作 者 包 ! 也 讨论 了 
类 似 这 种 形式 的 均值 定理 . 

本 章 有 所 证 朋 的 这 二 种 类 型 的 估计 ， 通 常 都 称 为 算术 数列 中 泰 
数 分 布 的 均值 定理 ,或 简称 为 均值 定理 . 

为 了 定理 的 证 明和 应 用 的 方便 起 见 ,我 们 设 


Ela- ds NE ACA 
E(x; d, 1) = p(x; 4.1) (d) 


dob essel e tt) cs ; 
=E d D-r HO 0, Q9 


R(D,; x)= b» max max | E( y; 4, 1)] 
zb «xr 0, 4121 


Be 1 l 
-—RO, z) + 0 (> za telo) )),(19) 
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相应 的 
Ex; d,l) m zx; d,1) Lo) 


pCa) 
= Ex x(x) — Lir), (20 
Ex; d,1) 一 a9 09 ), Q0 
RD, = Y) mar ma, 1 有 3 d, 1) 
二 二 Bs FOR —Liy!), QD 
la & | 
5 EE y 
E(Cy; a, d, D) = p(y; a, d,i} 一 i e (2- ) 


zoinen- d (£) 2). am 
$5 eG): 2 4. D 


wed 
ta, 


R(D, x, £) = PL max 


y«x (1,d)2l 


— RK(D,x, £20 + 0( 9 —— ma 
ead (3 xm 


E sa (9 (>) i >] ) 2 Q0» 


相应 的 
F d 1 y 
SO Kys as ds) — S6") 


EATE E p em -Ce (>) = n). (24) 


RD, z, E 4. = 之 max max 


y«x(,4)-1 


25 pGOE a, 20] 


E 


d)ci 


1 
一 RAD, x, d. + o( 3) ms 
i i ) fap pld) <= 
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由 素数 定理 《 即 “3))， 容 易 看 出 在 我 们 所 票证 明 的 定理 中 对 
R(D, x) fH RCD, x) 所 得 的 估计 是 等 价 的 。 同样 当 集 合 UE 
一 定 条 件 ( 这 种 条 件 在 我 们 要 证 明 的 定理 中 总 是 满足 的 ， 见 《33)， 
GAHR) 时 ,对 ROD, x, E) RROD, xz, d.) 的 估计 亦 是 等 价 
的 ， 而 对 后 洛 的 证 明 要 简洁 一 些 以 及 有 了 时候 后 者 的 形式 在 应 用 中 
也 较 方 便 一 些 ， 所 以 下 面 我 们 的 定理 将 对 RKE, 而 所 得 的 结 
果 相 应 地 对 尺 以 及 对 Ros Ro 也 都 成 立 . 


$1. Bombieri- Bunorpa;roB 定理 


2|3& 1 iol, T 22, >2, 我 们 有 
$5 € SxiOT + x(OT)!) log x (log QT), (26) 


TSO Ka rier 
其 中 p = p + iy È LCG, X) WIERA E s 
证 ”由 第 四 章 定理 2 易 得 
NGs, T, Q) K (QT) T (leg QTY, 
因而 我 们 有 


P 
yer Iri«r, EI 


1 
-一 | x?2N (o, T, 9) i T. Q) 
12 
十 log | x^N(o, T, O)da 
< DT log OT + (O^T Y^ log x(log OTY 


M corn)" s 
EJERNE (26) 式 , 证 毕 . 
- 206° 


定理 1 (Bombieri-Bakorpamoa》 没 * > 2, HERDER 4, 
当中 一 4 十 15 时 ,我 们 有 


R(xilog^7s, x) & x log ^*z, (27) 
E 
R(xilog-?r, x) « x log" ^z, (28) 
Arp R 及 R 分 别 由 《19) 3a C) RAH. 
证 RAA 
ply: 4,1) = PP ICDC X), CG, 4)— 1, 


LA EGG X ER a 的 特征 , X* 是 对 应 于 x 的 原 特 征 , 有 
PCy X) = dy; X*) + O (log y log 2). 
由 以 上 两 式 即 得 


E( y; d, Dec 2. POT X* 5 + O(log y log 4), 


由 此 并 利用 | 
>) xX'üxX€y x 2 27 10905, 


wxg 
即 得 
RD, x) Dy x 37" mer i620 
+ OCD log D log x) 


34 max] $y; x)| 


m pa (ac pld)? F 
+ Di log D log x) 
1 
22 $4) Xa 
+ O(D log D log x). 1 (29) 
XX EE ,就 把 问题 化 成 了 这 种 形式 的 特征 和 估计 ， 
JOH D = xilog-7r, D, = (logx ?4**, 由 Sicgel-Walfisz 定理 
(第 六 章 引 理 2) A, 


< log D "max |dCy5 X2] 
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1 
igan, $I) ^7 
现在 我 们 来 估计 下 面 形式 的 和 : 


o= >, 2 max |9(y; D) 


1 
oíseo Pa) Te ses 


~ max] p(y X)| € s(log)-47, 《30) 


其 中 - 
D,«Q-—D, 0<0 «20. 

YU RII oy; X) 的 零点 展开 式 ( 见 第 五 章 (30), 取 了 一 寻 , 并 
注意 到 第 十 章 引 理 5,6) 易 得 : HX 06 XP IER. 

vy; XK » 


x 
~ (i+ 
| NS ivl) 
由 此 并 利用 引 理 1 及 疡 委 g <DE 


H «& Oxllog?z 十 edes - NN AP 
(9) € Qs ls t 2i 成 全 全 EID 
T|«&xa , 


+ xtlogzx 。 y Sx. 


« Oxilog^r + logs S* 1 » bo x’ 
Q j=0 2 ya0 ^x, ur * 

« Qxilogx + 07x log"x « x(log x)- (4*9. 
. BER. (295, (30) 式 即 得 (277 A, E (272), (19) 式 及 素数 定理 
即 得 (28) 式 , 证 毕 . 

由 《9) 式 知 ,在 GRH 下 也 内 不 过 可 推出 定理 1 当 B8B 二 4 十 2 
时 成 立 , 所 以 这 一 结果 是 十 分 强 的 . 

推论 1 Rre, HESE 4, 当 吾 :一 24 十 32 时 ， 我 
们 有 
S) s(4)35' max max | ECy; 4,1) «xlog^/x, (31) 


deD 


及 
> ra) max max | E(y; 2,1)] X xlog sxr, (32) 
"ET yr (1, djal 


HHA D = rilog™w, 
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证 ikas 4 十 17, 出 定理 1 可 得 , (31) 式 左边 


-2 + 之 | 
Z «D g«D 
39102). logiaz avide Log] 
1 2 2» (4) Fi 
« d)37 d,i 
mn 2 pd) max max | ECy; i» 


sr D, logx 


-+ log*x >, max max |E(y; d, 1)| 
gap 9** (Q,4)—1 


2 25,02) 
« x(log x)" 21 Egan + x (log r)a 


4«D 


4 
« x(log z) ^" b d) + x(log x)^^ 
5 


T 
« x(log x)^^. 
上 式 最 后 二 步 用 到 了 PaA « dn) 及 第 三 章 引 理 2, 这 里 
d(n) 为 除数 函数 。 这 就 证 明了 (31) X. 同样 可 以 证 明 《327 式 成 
立 , 证 毕 ， 
定理 1 及 推论 1 phy E. E 换 成 Eo. Eo 时 亦 成 立 。 


$2. 一 类 新 的 均值 定理 


本 节 要 在 集合 d. MAR EGO. ga) 满足 一 定 条 件 下 , 来 
证 明 形 部 (17) 式 的 一 类 新 的 沟 信 定 理 。 我 们 假定 《1) 存在 一 正 
Xa, 0 «asl. . 

E < E(x) K x7, (33) 


(2) 存在 一 个 正 整 数 7 ORI € 无 关 ), 使 
gha) «€ F(a, (34) 


1) 实际 上 只 要 ge. C2) 具有 第 三 章 引 理 2 所 刻 划 的 除数 函数 d(a) 的 那些 性 质 时 ， 
定理 2 就 成 立 ， 此 外 , EIE £.00) 的 定义 , 它 的 函数 值 一 定 只 取 旧 负 整 数值 ,但 
事实 上 从 证 明 中 容易 看 出 801) 为 任 一 满足 条 件 CGY 式 的 函数 对 ,以 下 所 有 的 
定理 和 推论 均 成 立 。 AMTARE gle) « max (Ca), log'a) 等 等 。 在 第 
九 章 应 用 这 些 定理 时 , 仅 用 到 0 «x gl) & 1 这 一 特殊 情形 . 
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其 中 44) PUER EXER. 
定理 2 VE EGO, g1) 满足 条 件 《33),，(34) 式 ， 则 对 任 给 


ER 4.3 Bo 4b ran 时 有 


R(D,x,d,)— 2s m. PN g.Ca)ECys as d, ni 


«D yr (1, )— 


e max max | E gia) S 2 AC) 


=l 


nE) 
A(n) | < (35) 
— £ ) 
及 
5 | | 
R(D, x, d.) Zu EAE EA g(a)E(Cys a, d,i) 


= b max max | $; eo)( 24 ACn) 


dap Yax U, 4)=il pa 
4)=1 en ICD 


x 
36 
log^x La 


Be 
TORE 
成 立 ,其 中 DD 一 xlog ex， 

我 们 将 分 若干 引 理 来 证 明 (35) 式 ,利用 案 数 定理 由 C23),C35) 
式 立即 推出 (36) 式 . 为 了 简单 起 见 ,以 下 把 ,及 gla) 仍 记 为 2 
及 eCa), 由 于 以 [E(x)1 + 二 来 代替 E(x) 时 条 件 《33) 仍然 成 


立 ， 所 以 不 妨 假 定 函 数 E(x) 所 取 的 值 均 为 半 奇 数 "。 此 外 , 显然 


Ely: 二 E 
EQ: a> d, 1) = E (11 + 3 4,1), 
所 以 我 们 亦 可 假定 mex cha » 也 只 取 半 奇数 。 
引 理 2 (Pern 公式 ) 设 级 数 


1》 这 一 假定 在 这 定理 的 证 明 中 不 需要 用 到 ， 见 后 面 附 注 5, 
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* 
K= i am s—ocit, 
n=l ; 
x o 之 8 时 绝对 收 敏 , 且 当 og 一 8 十 0 时 ,存在 一 正 数 4, 使 
2, laslan «(o — B, 


再 设 存在 x AEWA E 4(x), 使 有 
Un K A(n). 
这 样 ,车 : ders 则 对 任意 的 5 2 8 我 们 有 


x" 
> i 5 — d 
i pee zs het w d 


net 


ro (ra) (gg) on 
Hh (r) 28 x PUSGRUEEEXRS ERES RE 
Mie o» 


证 明 见 L601, [81], [119]. 
引 理 3 在 定理 2 的 条 件 和 符号 下 , 设 4 为 任意 固定 的 正 数 ， 
D, 一 log*x， 则 有 


本 
R(D, x, £) < logx max » ——— 22 
MED D gD "E yar 


25 Kala) D, AXC) roS -) G9) 
eas Gr mjel 
E. X (2,2) (4) 一 1 时 ,我 人 有 
>; ad, X$Cn )ÀCRn 
ply a, 4,1) = E s(n)ACn) 
ED A X(I)X(a) 2s X(2)A(n) 


5 Y xoxo) 


3:902) 2 2T 
RM X(5)AC() -- O (mar d log wr). 


Cm, "et 
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由 此 并 利用 条 件 (33), C34) 式 及 第 三 章 引 理 2 区 得 
R(D, tdem. bo max r3 


bd) Fra *"«* Xa 
>, la)X(a) p A(n)XCa) 


eS <y 
"= =l 


1 
TO m» < log x max 
men PE plaq) 


‘max Dy | > g(a)x(a) 2, A(n)X(n) 


&& E( x) [2 yd 
(&, x =l 


+0 (一 一 (40) 


利用 Sieget-Walfisz 定理 (第 六 章 引 理 2), 当 1 <4 <D it, X 
ai 用 Ms 所 如 有 


b A(n)X(n) 一 2, A(n)X(n) 十 OClog?x) 
(yl Wy 


« evelors 
由 此 及 条 件 (33), (34), 第 三 章 引 理 2 即 每 
aa b3 gCa)XCa) 2 A(n)X(Cn) 


iom, d(q) rss cS EUM 
TITTEN dC x 

« Djesa Toss > i K 一 一 一 一 一 

1 a (log zx )4+l。 


agl T 
由 此 及 (40) 式 即 得 (39) 式 ,这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 
由 引 理 3 知 。 为 了 证 明 (35) 式 就 只 要 估计 (39》 式 有 边 的 和 
A. AH, iD SLD, 0 <p S20, 以 (9) 表示 求 和 范围 
Q<. 
MA <E< Els), E<E <2E+ L, E, E 均 为 半 奇 数 ， 
以 (4) 表示 求 和 范围 
E<as F, 


- 2i2* 


进而 我 们 设 


QT ES m 
之 ga)X(a) 9 ADAY, 
(a, e d [aT 


由 引 理 3 (39) 式 可 知 ， 为 了 证 朋 (35) 式 就 只 要 适当 选取 下 并 证 
明 


In(O, E) « x(log r) (4*9. (41) 
x4 ESD, me e 式 及 第 三 意 引 理 2 易 得 
Au Os a a 
(9, E) - 3] oy mm 2a PE Xa) 
. 2. A(n)X(n)| + O(DD! log? x). 
为 方便 起 见 , 现 设 。 
M gla), (m, 2)71; 
g^) 一 SS. (ma) 1 
及 
dn) = A») E«DL 
" E A(n), (n, m)— 1, A 
dn) p (n, m) 7 1, KA 
这 样 ,我们 总 有 


L(Q, E) = IQ, E) + O(x(log x)74*?), (42) 
其 中 


L(Q, E) = 9 — mx $3 


Ca) "y TW 
x [3 coo) DA|. (5) 
a anay i 


BEER SEES 15(0. E) 的 估计 .我 们 将 利用 Perron 公式 
《 引 理 2), 把 I(Q,. E) 化 为 复 变 积分 后 来 加 凡 佑 计 ， 为 此 ， 设 


b= 1 dus T=", s =g + ir, ŽS 
og x 
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dis, X) = 5 dj(s)X(n)n"7, o>l, (44) 
: wer 
由 ag? (») 的 定义 知 
Xa N= LG,3), EKD. (45) 
在 以 上 的 符号 和 条 件 下 ,我 们 有 
引 理 4 在 定理 2 的 条 件 下 ,我 们 有 
En 2 E) = 1 cl. " 
(0 E a a A 


(m) (m) A 
5 es Eg (Css Xd Gs X) s S 


+ O(x(log x)-(4*?), (46) 
其 中 | 
gi, X) = 2i g"a)X(a)a7. (47) 


证 由 于 这 里 7 RREAN, MAZ gne CZY 
>> , 故 由 引 理 条 件 及 Perron ARCGIS 2) 得 


2, EAA) — D, diP(s)xCG 
n y/a 


m E | dg (s, Gra + O(x3), 
2xi J.T) as 
利用 第 三 章 引 理 2, 由 此 及 条 件 (33), 《34) 即 得 
2: g"GOXG) 2 d("(n)X(2) 


= dl] EEs, DAP, X) 2 ds + OG), 
2m: JT) s : 


把 上 式 代 人 《43) 式 见得 (46) 式 ,证 毕 . 
下 面 我 们 从 (46) SEV 4 E < Di( 引 理 5) 及 E> Di( 引 
理 6) 二 种 情形 来 估计 1m( 98, E). 
引 理 5 在 定理 2 的 条 件 下 , 当 EE 拟 Di, DS < DKA 
UE 


六 


IlO, E) « xDj'(log x) :ty 十 :"DD/X log rt (48) 
证 当 E 和 Di 时 ,由 (45) 式 知 ,这 时 有 
4G. x) = — E G1). 


R Mi 一 0D, | 
H = H(s, X) — S, u(nYX(n)n7. 


nM 
为 简单 起 见 ,以 下 2. g 分 别 表 示 dg C, XR eG, X), 我 们 有 
gd = gd(1 — LH) + gdLH = gd(1— LH) — gL'H, (49) 


FIR N 27, J = [4 logs], RIS Res =b — 1 —— Hf, BA 
og x 


gd = bi a(n )X(n)n"* = G + G; d O(x^?), 


其 中 
a(s) = P, gA) «d4'(s)lg n. 《50) 
| csi 
G, X) a(n)X(n)n7t, 
G: = : 2: a(n)X( n)n^*, 
这 样 就 有 | 


f 2 
dd: = | 6; + GX1l1— 一 pL’ 
M £ s Ü (hT) (C ! 2X LH) gL H) 


^d x 
x s + Ox) 
sS 


- | G= LB) a 
(bT) $ 


十 | (Gi 一 G,LH — gL'H) 


x 也 di dU 
$ | 
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利用 Schwarz 不 等 式 , 由 上 式 及 《46) 式 得 到 


In OE) &a log x max (3 2 zer) 
一 一 一 X bg 
*su( ap zn iem) 


十 xig: ppp (x ro22! |G] Du 


Ta 


b. 1/2 
十 r?logê x max : B ei?) 
Y Qc NOR 
x x ( y 
id n "OR 


TE zA ILI ael)" 


m bCa) o js] 
Taxi Psa (3x5 &() 4 >: FON . 
ges "Xu 4(4) 4 2D ld J 
x (2: 3X5 z " i ES |ds y. (51) 


现在 只 要 分 别 佑 计 上 式 中 的 各 项 就 可 得 到 对 fo9，, 互 ) 的 估计 . 
首先 利用 第 二 章 定理 8 及 其 推论 1 , 即 大 筛 法 ,来 估计 上 式 中 的 各 
个 特征 和 : 

[11 由 Schwarz 不 等 式 可 得 


[G1]? < log^s * OLO 


JED) M cnai t M, 


iii nun 8 的 推论 1, (50) 式 及 第 三 章 引 理 2 得 


x Gi x 
erm a) AN esie 
x 3 (o + 226) ECC 


mom 75 
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« E + log terc log x" ^** « Di!(log x)". (52) 
1 


L21 AF% Re 一 5 一 1 十 一 mw, 


log x 
)] LH — $) b(n)X(n)n^ + O(x?), 
Mjcn«NM. 
其 中 
b(n) 一 Y palm) « dla). 


和 估计 CD B RR 可 得 
a P2 |i — LH)? 


m 
Re rs (2 "PS 


« 3 (o « 2a) ss BUN 


0 i n? 
IM, M, 


Q En) 2 
« (-2 be log!*x «€ DT! log" 5 
x o) 1 log"xr, (53) 


[3] uc (50) 式 及 第 三 章 引 理 2 可 得 


max 
Rer-à 中 (9)》 全 n«M, 
«(o 2) (log s)" *" « D(log 2)", — (54) 


. [41 HF 


= by C(n)X(n)n^, 


naM? 


C(n)= $, u(m)u(m)-«d(n), 


tEn 


81» 0, M, 


和 [3] 一 样 可 得 
|H|*« (o 十 My) 


"53 Te) « QDilog'x « DD}log*x, (55) 


2 
nM 


max 
Re sl 2 x pCa) 


. 2i7 。 


wa 站- rr 


[5] h (7) AGERE S] E < D, D LO — D, ARAIA 
定理 8 及 第 三 章 引 理 2 BD 


1 E 
a 2:505) lols (o -E) 
de» Je" Xp « OQ (log x)" 71, (56) 


(a) 
其 次 我 们 要 用 第 三 章 $3 net 4 及 定理 S CL 函数 的 四 次 中 值 公 
式 ) 分 别 来 估计 《517 式 右边 的 二 个 积分 。 
[6] 利用 第 三 章 定理 4 我 们 有 


E20 log x] 


ZAN lEI jas] « 
202 gg Me E aaa 
e 2 oN E (i Tous Lh At 
« O log?x « D log?rz, (57) 


[7] 利用 第 三 章 定理 5 我 们 有 


1 * | £^]? 
202529 yap P 


120 log x] 


1 MES 
«2 xà plq) 2 m 


j=0 2! n 


|e (+ T it, 3ll dri < Ologr & Dlog?x, (58) 


最 后 把 以 上 所 得 的 估计 (52)— C58) ARA GD 式 即 得 
IQ, E) « xD; log x)" 7? + x QDI log xy 
由 于 0 <D, 故 从 上 式 推 得 (4487 A IEE. 
下 面 来 讨论 E > Di 的 情形 . 
引 理 6 在 定理 2 的 条 件 下 , 当 E>> Di, Di S< DRA 
LQ, E) «xD;Xlog x *72 + xD(log xy" **, (59) 
证 HBOMicO.YN—e,J-—[4log?z]. 当 Re = km l 


时 有 


x 
d ma dE s, X) = di + di + O(x?), 
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其 中 
d= S) ai (n)X(n)n7*, 


saM, 


4,— 2) PanMan, 
M,n«NM, 


这 样 我 们 有 


$ f 
d -Z ds = | da? d 
jus: £ $ d (5. T) 802 5 


十 s gd, ds + Ox), 


由 此 并 利用 Schwarz 不 等 式 即 得 


IQ, E) xlog x max NERO Pe P2 | al) 
x max |20 » - er lel : 
十 xilog x E 本 -— * la y 
— RIS a 章 定理 8 及 其 推论 1, BUB 
Mkt ERALA: 


[1] 由 Schwarz 不 等 式 得 


agn) nn]. 


2M, cng tM, 


FAR « log? x b 


利用 第 二 章 定理 8 的 推论 1 即 得 
ax bM - 2i 12; i? 


m 
Remb) pla) 
1 
« og X` (0 + 2M3) 2 AXE 
Q ^u, zt, n 


« log'x (2+ epa ) « Q^logfr. (61) 
2 
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[21 由 第 二 章 定理 8 可 得 
max dl 
mr um lhl «(9+ a) 
x » AU « OQ log?x, | (62) 


nM, 


[31 PZR 8, GOA, BERM 2 B E> 中 可 得 
x a n s 2 E d'(a) 
uà e(o +) D £C 


Re r=b (a) a 
4 EC IE 
Q 1 irl , zr 
« (£ + +) (log x) « ODi(log x)" 1, (63) 


把 所 得 到 的 估计 《61), C63), (62), C56) 式 代 人 (60) 式 就 有 
InCO, E) « xDil(log x" 1 十 O(log x)?" 4 
由 此 及 8 -— D 即 得 (59) 式 ,证 毕 . 
定理 2 的 证 明 由 3 引 I 理 5, 引 理 6 及 (42) 式 可 知 , 当 Di 和 2 
« Dh 
L,(Q, E) K rD log x Y"? 
十 x? DD! log rt 十 x(logx)-54*». 


现 取 和 一 4 二 279 十 12, 并 利用 BB 一方 4 十 2"" 填 13， 从 上 


ABRE GD 式 成 立 , 这 样 ， 由 (41) 式 及 引 理 3 就 证 明了 《35) 
式 成 立 ,证 毕 . 

附注 1 显然 ,定理 ! 是 定理 2 的 特殊 情形 ,这 只 要 取 E(*) 志 Z, ea) 
三 1 即 可 看 由 。 所 以 这 里 亦 给 出 了 定理 1 的 另 一 种 证 明 。 另 一 方面 , 当 E) 
Klog“ x (cs 为 任意 正常 数 ) 时 ,定理 2 亦 容易 从 定理 1 推出 , 但 在 一 般 情形 
不 能 从 定理 Y 推出 定理 2 . 

附注 2 由 定理 2 的 整个 证 明 过 程 容易 看 出 , 若 满 足 条 件 : 

E(x) K log*s x 

则 定理 2 的 证 明 不 需要 引 理 6. 

附注 3 若 定理 2 中 «的 求 和 范围 

s & E(x) 

改 为 
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EG) < a < E(x), 
PRC) 满足 二 « E() « E) 定理 仍然 成 立 ， 且 从 定理 2 的 证 明 中 
容易 看 出 , 当 
E (8) >s, 

(其 中 5 为 任意 小 的 正 数 ) 时 9。 定理 2 的 证 明 不 需要 引 理 5，- 即 可 以 不 用 上 
函数 的 中 值 公式 ,所 以 是 十 分 简单 的 。 而 在 一 些 应 用 中 仅 需 这 种 情形 . 

附注 4 用 熟知 方法 ,容易 推出 当 用 Bia, 由 1) 或 E125 d,1) X 
代替 ECy; a» dy 时 定理 2 亦 成 立 , 即 定理 对 Ro B Ro 者 成立， 

附注 5 MERRIE ROD, z, 4) 看 作为 是 


» max max x ga(a) E( y; 8, d, 1)|, 
d«p7^** {lp d )71 («EC 
C dmi 


其 中 e. (o) 满足 (34) 式 ,而 函数 EL) (依赖 于 参数 = 的 变量 » 的 函数 ) 满 足 ， 
条 件 
TEE) s, yar 


a 为 任 一 正 数 , 0 < a < 1, 这 时 定理 2 仍然 成 立 , 但 证 明 要 复杂 些 , EEA 
REFR a 的 求 和 范围 亦 和 有关， 需要 运用 二 次 Peron ARO, 
附注 6 以 上 这 些 附 注 对 以 下 的 所 有 定理 必 推 论 均 适 用 . 
与 推论 1 一样 ,从 定理 2 可 得 
推论 2 在 定理 2 的 条 件 下 ,对 任 给 正 数 A, Bi 一 34 
十 7 了 7， 27 十 232 时 ,我 们 有 
> pd 3d) max max 


aD l, d)=l 


3 gla)E(y; à. d, 1) 
a Ex 
(a, 4)-1 


a ARN 


其 中 DD e rilog™r, 
证 Wam 4 e 27U 十 146, 上 式 左边 


= Š, + > | « > | pd )37n/? max max 
d«D azo log^ x izp y«x.C, d)21 
3G, log!x 3G log^ x 


1) 事实 上 ,只 要 ECx) 的 阶 比 log x 的 任何 次 方 都 高 就 可 以 了 ， 
2) 在 证 明 这 种 情形 时 ,我 们 需要 想 害 .Cy) Br Ur) dit 59 29 FTR. 


"41* 


^ 


'x | bp gla)E(y; 8» d> 1) | + logt x >) max ma 


: PPN AP 
cn fa 
x| € (DEG: a, d, r) — 9 
a EC) 
(a, 4)-1 


HFB = (4 十 和) 十 2zt 十 13, 故 由 定理 2 即 得 
l « x( log z)"4 | 
Xj RE 222370? S< eg) 为 了 避免 混淆 ,我们 把 变数 2 改 为 


4). RITE 
h« (log#)™ 2, dn max EA d'(a) 2 NS 


Ne 
og x 一 六 d'(4) (a n) = 
+ (log x) 2; i26 E^ ^x 4(z) = In + fy. 
E In 我 们 有 : 
4 — + 
Ii € cor (log x 一 2i d'(a) (1, 9)=1 P (0). 
由 于 
Ži d'(u)-— ro b X(1) 2i d'Iu)X(u) 
ai) 
« 22 A Cay) 
I r 十 1 u ti 
OR R AR »e), 


所 以 :利用 第 三 章 引 理 2 玉生 定理 8 可 得 


1 
la & —— 
"7 (log x)'7 IA pla) $5 


Sa 
E O d'(4) CH " 
Tu 123900 22 "zx LO 
LÀ aon rH yY Xl u 
(log xp ED PCer) S iA d (u) XC )| 
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) 


dv) 
rone ER TD D Pr) 3 


« (log y) max (> ey " 


T&D "xD y 


Aor AE ED) 
& (log r) t (œ + s) S dt y )) 


[ 
K x(log xz)-a+2 ** « (log x)74. 
利用 第 三 章 引 理 2, 对 Io 我 们 有 


là & (lgz) ^" 2 Pel P d'(a) 二 
« x (log x) tt «& x (log x)-4, 
综合 以 上 的 结果 就 得 到 (64) 式 ， 证 毕 ， 
和 和 证明 定理 2 完全 一 样 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 
定理 3 在 定理 2 的 条 件 下 ,再 设 正 实 函数 
ry) Kr, yr. 


则 对 任 给 正 数 A, B - A 42? 十 13 时 ,有 
> max max 


igp «x GU, 4)=1 


D gla) E(anG: a; 4, 1) | 


gan 
p» je 3, 40) 


4)-1 


= Š, max max 


人 deer) 
e du | <; © (65 


Hh D-—xilog-?r. | 
定理 4 在 定理 2 的 条 件 下 ,再 设 正 实 函数 


ra) « E. as E(x), y S x. 
a 
1» 下 面 的 定理 和 推论 将 在 证 明 第 九 章 定理 4 8153954, Ron c Er. T ACUTIS n, 
fi JARTEN * Ry , 
+ £43 ' 


则 对 任 给 正 数 4, 当 B nid: 425" A3 时。 有 
S max P E ha | pa gx(4) ECari Ca), a, d, D| 


[二 
-— max max ga) ( ACn) 
2: Tx ih aet P E 
anc) 
-一 一 一 ， 66 
xus 9C0K))| < cL (66) 


其 中 DD = xlog 一 ar 
同 推论 2 一 样 ,由 定理 3 及 定理 4 可 得 : 
推论 3 在 定理 3 的 条 件 下 , 对 任 给 正 数 4, Bi 34 
十 7 了 7，2* 十 232 时 ,我 们 有 
P2 gd )3n? max max EA g.(a9E(ariQy2: a, d, ni 


p pm D AG) 
mito 


一 一 一 d(nG) « -一 -一 (67) 


E G^ DM max 


3d 
其 中 DD = xilog^ Pix, 
推论 4 在 定理 4 的 条 件 下 ,对 任 给 正 数 4, 当 Bom 34 

十 7 2” 十 232 时 ,我 们 有 
2; ui d)an'^ mar max 


,4- 


$) gCa)E(arka); asd, 21 


a& E(z) 

(a, d) 
PONO 
rs nra 

(2, 4) 71 anzi) 


-AD « Es C68) 


其 中 DD = xílog^ Pix, 

当 我 们 分 别 用 由 C152, (200, C13) 式 所 给 出 的 E, Eo Eo% 
代替 上 面 的 证 时 , 定理 3, 定理 4 及 推论 3, 推论 + 都 仍然 成立 ， 
我 们 还 要 指出 的 是 ,定理 2 的 五 个 附注 这 里 都 适用 ， 
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= bi uU d )3^: “D max max 


4«n . 4)=1 


SAE 陈景润 定理 


在 引言 中 我 们 已 经 详细 叙述 了 利用 得 法 和 算术 数列 中 素数 分 
布 的 均值 定理 来 研究 命题 {1, 8}， 即 一 个 大 偶数 表 为 一 个 素数 和 
一 个 素 因子 个 数 不 超过 “个 的 数 之 和 这 一 重要 问题 的 发 展 历 史 . 
1966 年 陈景润 首先 宣布 他 证 明了 命题 (1, 2}59， 并 在 1973 年 发 
表 了 全 部 证 明 c91， 这 一 结果 通常 称 为 陈景润 定理 。 最 近 , 他 进 一 
步 发 展 了 证 明 命题 {1, 2} 的 方法 , 改进 了 关于 一 个 偶数 表 为 二 个 
素数 之 和 的 表 法 的 个 数 DONO (《 见 第 七 章 $4(41)) 的 上 界 估计 ， 
这 是 一 个 重要 的 改进 ， 本 章 的 目的 就 是 要 利用 第 七 章 和 第 八 章 所 
得 到 的 结果 来 证 明 陈 景 润 的 这 二 个 重要 定理 . 


$1 命题 (12) 


首先 ,我 们 将 证 明 命题 (1, 4) 和 (1, 3). 
设 N 为 一 大 偶数 ,集合 
A m AN) m (aia N—p,psN]), Q) 
以 及 集合 | 
| P={p:p1N}, Q) 
这 就 是 第 七 章 $ 1 402 所 讨论 的 。 所 以 为 了 利用 Selberg MER 
fiir dS ER Xx SCA 3 P, z), 我 们 可 取 
pt NL 
. ]logN 


d mm 
wold) = dd)" u(d) %0, (4, N) 1, 


HA 


ra= n (N; d, N) — Fr Li N = E(N; d, N), 


rj 225 - 


D———P n e PE 


pld) < 0, (d, N)— 1. 
这 时 第 七 章 的 条 件 (8) 及 条 件 (33) 均 成 立 , 且 G3) 式 中 的 上 一 1， 
所 以 这 是 线性 的 情形 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 利用 第 七 章 $ 6 的 定理 
9 和 定理 10 来 估计 入 函数 Soo; 多，z)， 这 时 所 对 应 的 余 项 就 
是 我 们 第 八 章 定理 1 的 推论 1 所 讨论 的 . 
再 设 5 为 一 正 整 数 ,集合 

of m Leg ION) = (aia € ua» va) S bh (3) 
其 中 va) 表示 和 的 全 部 素 因 子 个 数 ( 按 重 数 计 )， 所 以 .or Æ 
集合 .ex 中 所 有 素 因 子 个 数 不 超 过 5 个 的 元 素 所 组 成 的 于 集 。 这 
样 ,命题 (1, b) 就 是 要 证 明 : 对 充分 大 的 偶数 立 必 有 

| ez 2 0. (4) 
定理 1 命题 11,4} R BEA 
á N 

: | .a 19 | > 3.24c(N) Dum 
其 中 


PiN P—2 


,««- TI G- gm l2 n 


证 显然 , aC. (4, N21 的 元 素 个 数 
LUN) « logN, {6) 
其 中 四 CN) 为 N 的 不 同 素 因子 的 个 数 .由 此 容易 看 出 
lehl P +OGND 


ta, peN? + Ty 
— Slr; P, NT) + O(logN). (0) 
现 和 用 第 七 定型 10 来 估计 得 函数 Sri P, NTI) WFR. 


这 里 可 取 e =, B 二 38, 再 由 第 七 章 定理 2e 一 1) 及 (40) 知 ， 


1 à 
s C J). (8) 
由 此 及 函数 Ku) WFE S 5 — 


= 226 * 


uml 


SGars P, NT) 2211 + DEN) s ect). O 


其 中 o(1) 是 当 N — oo RATE, e 0。 由 第 七 章 $5 (47) 及 
定理 8 可 知 

f) = 0, (2), f) 0, 92, — 
所 以 要 从 (9) 得 到 一 个 | og 7] 的 正 的 下 界 估计 必须 取 志 > 3。 为 
了 证 明 命题 {1, 5} ， 显 然 正 整数 5 取得 愈 小 傅 好 ， 在 这 里 最 佳 可 
RERUR nm 4。 故 由 (7), O) 及 第 七 章 (52) nt 


Ja] > a + 0o(1)) 8 log = ce (N) 一 一 一 


iw 

这 就 证 明了 我 们 的 定理 . 

大 家 知道 ,为 了 证 明 命 题 {1, 4) 并 不 需要 利用 第 七 章 定理 10 
和 第 八 章 定理 1 这 样 强 的 结果 ( 见 引 言 )。 这 里 之 所 以 用 了 这 样 强 
的 定理 而 仅 得 到 命题 {1,4}, 是 由 于 我 们 利用 了 关系 式 (7)， Mas 
mlah) EBERT T PER CERIS ERR. 

Kuhn 首先 提出 了 所 谓 " 加 权 筛 法 ”, 利 用 这 种 方法 使 得 一 些 
间 题 在 同样 的 第 函数 估计 及 同样 的 余 项 估计 下 ， 可 以 得 到 更 好 的 
结果 ， 对 于 加 权 第 法 ,不 少数 学 家 进行 过 许多 形式 的 研究 和 改进 ， 
这 里 我 们 将 不 作 一 般 的 讨论 ， 而 仅 在 下 面 结 合 具体 问题 对 有 关 的 . 
加 权 第 法 作 一 个 简单 说 明 。 本 章 的 结果 都 是 运用 加 权 往 法 得 到 
的 ,从 中 也 可 以 看 出 它 的 本 质 和 作用 . 

现在 我 们 来 证 明 命 题 {1, 33. 下 面 的 引 理 是 最 简单 的 加 权 筛 


法 . 
引 理 1 AENM, v HER, o 22 1, 我 们 有 
lx" > D a) + OW), ao 
[RU 
Pe | 
pla) 一 >. i, 


fila, P,1N 


1 
N'« pex? 
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P(x) = [[ p. 
P< 
1 


证 显然 pLa) 为 整数 ,日 
0 € pi(a) « v. 
384 118 | ids 
T ue 3 VA) D, 
Ae) ho: E) SR 
其 中 C) 为 上 的 全 部 素 因 子 的 个 数 , 则 有 


[xg = 51PX), 


利用 (6) 式 我 们 容易 推 得 
Le lS D = D, aa) + O(N)) 
a €. acw, (a, N)2l 
(a, P(N” Yk pee HE 


"-— » u!(a) Aa) Æ oN”). 


gt, e N)-21 


(a, PCN * ))91 


另 一 方面 ,我 们 同样 有 
I -二 oO) 一 E wa) 


ses a€ ax, (o; Nyel 


(e, PC nnl (a, P(N? yji 
x t - Ta) + oN”). 
F i 
M (a) = 1, (a, P(N")) —1, (a4,ND —1 
的 条 件 下 (这 时 vla) = CODD , RITA: 
(1) Er nl s b, 则 


2 (2 一 1 之 1 -3 al); 
Q) Æ (2) Z5 十 1， 则 一 定 有 
pila) 之 2, 
+ 228 ， 


所 以 亦 得 
MPa) -021— i pla), 


综合 以 上 结果 就 证 明了 (10) 式 ,证 毕 . 
定理 2 命题 (0.3) RHA. 


leae "j| > 2. 64e (N) - 


wi 
Taen arcus a d 
le> | (1—le)- oo 


4 € ag 


(s, PN) 


L ? . 
— SC s P, NI) — — > a + O(N”), (11) 


T 


Q— >) Kpn Po N5), (12) 
Nlicp <N : 
p,IN 


由 (9) 
SC; P, ND) 2 200 + ol e(N) —N. 
log?N 


再 由 第 七 章 $ 5 (54) 知 , 其 中 
5e-r(5) 一 2 (tog $ .- mid (^ EG Da) a4) 


现在 我 们 利用 第 七 章 定理 9 的 《68) 式 来 估计 0, 中 的 每 一 项 
SC ; P, ND) 的 上 界 , 注 意 到 该 定理 的 附注 2 ,并 取 


上 2 一 1 Nilog *N, 
pi 


e7*f(5) (13) 


利用 (8) 式 即 得 | 
Sua s, P, NU) < 20(1 + o(1) eN) 


N £7 p (5 — 19 82) 
leg^V p log N 
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FE: 
d P(N10) 


Hik oC BEN — oo METT. d TGkH NÀ ap. NT, 以 上 


RARI n,» 均 两 两 不 同 ， 故 由 第 八 章 定理 1 的 推论 1 及 素数 定 
理 可 得 


+ D sepul, Ni Ni, pN, 


Q201 + oe) TN NES 
1 是 > og ) 
x i 0 logi 
Ra i Ài log N 
Noo <N? 


PitN 


+ D erl 


dN $ 1og ðN 


To e i" - 
g log Nli y log # 
x F (5 — 10 dge) du + o (一 >) (15) 
log N log ^N 


1 
M NU cu < 之 Ni 时 ， 
LEE LS 
3 log N 
利用 第 七 章 8$ 5 DD, 62) 式 , 经 计算 可 得 
i 
sein Lep 6 一 10 Togt) da 
Ni6 # log # log N 


= 2log 8 + f (mu, 
5 一 4# 


由 此 及 (11) 一 (15) 式 推 得 
: 1 N 
2: (1 2 ea) 之 4(1 + o (1)»c(N) logV (12 
(o) P(N 0))=! 


_ E E (^ EG D 4) o (-N 


) a9 


log?^N 
: 230 è 


最 后 我 们 来 计算 上 式 中 的 积分 。 显然 有 
log z 一 Zela- 1) ( eL) 


x—1 x—1 


x 一 十 3 x zl, 
2 x* 十 1 
Fri 
* 20 — 5 17 log (s — 1) 
a ———— ——- d 
| 1(5 — ¢) 1 $ i 
f = 
一 zx 一 | ERES a 
«2 a | —— En 
3 (5 — 1) h 2 $ $ 
L] 5 i 
A 7 
一 2 人- 2 (E y» 
(5 — 0D 
= ]llog2 — 6log3 — 1l, (17) 


由 此 及 《11),《16) 式 即 得 
[e | > 4(1+6l0g3 — 1010g 22 (1 + oll))e(N) Ta 


这 束 证 明了 我 们 的 定理 ， 
Richertb? P9 利用 他 的 加 权 第 法 得 到 了 更 强 的 结果 : 对 充分 
大 的 偶数 N 有 


E 


13 
Lal > Be qo) Te 


现在 ， See 比较 (7) 和 (10) 
式 , 可 以 看 出 , 为 了 用 往 法 来 估计 Jo "| IFR, O 式 是 直接 
去 估计 最 简单 的 筛 函数 
0 S; P, z) 22 1, ` 


stu 
(2, P(2))wl 


而 (10) 3X RE A E pU R9 OR AR: 
SC ; P, z, p) = 2 pla), 
Pireo 
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即 对 每 一 个 元 素 “加 上 了 一 个 权 函 数 (ec)( 原 来 的 可 看 作 权 函 孝 
ola) = 1) 后 , 再 进行 筛选 ,所 以 这 种 得 法 称 为 “加权 乌 法 >， 从 以 
上 所 证 明 的 定理 1 和 定理 2 可 以 看 出 ， 巧 妙 地 利用 加 权 人 第 法 使 我 
们 可 以 得 到 更 好 的 结果 。 这 里 , 重要 的 是 远 择 权 函数 (Co) (定理 
2 中 是 取 pla) 一 1 — E aa) }， 权 函数 p(s) 的 形式 是 多 种 多 样 
的 , 它 是 由 我 们 所 考虑 的 问题 来 决定 的 。 更 为 重要 的 是 ,引进 权 范 
数 后 ,将 使 我 们 的 估计 (包括 主 项 和 余 项 二 方面 ) 大 大 复杂 .例如 从 
定理 2 可 以 看 出 ,这 时 所 楼 估计 的 不 单 是 一 个 禾 函 数 ,而 是 一 些 第 
函数 的 和 ( 见 (12)), 因而 在 主 项 和 余 项 估计 中 就 都 产生 了 新 的 问 
题 和 困难 需要 加 以 克服 。 事实 上 , 第 七 章 定理 9 及 第 八 章 定理 1 
就 解决 了 这 里 定理 2 HIERAR o) = 1— L eG) 后 ,所 
产生 的 困难 . 
现在 ,我 们 来 证 明 命题 {1,2}, 下 面 的 引 理 就 是 陈景润 为 了 证 


明 命题 (1, 2) 而 提出 的 新 的 加 权 循 法 . 
引 理 2 设 5 为 正 整数 ,为 正 数 ,v > 02 2， 我 们 有 


dis nom uec a 
lai» D (17 aa) al) 


(a, PNV” j=l 


+ O(N'™), (18) 
其 中 pCa) 由 引 理 1 给 出 ， 
l>, a= ppr Prs N* «p EN p». eL p, 
eo (4, N) —1 
09, HE. 
证 ”和 引 理 1 的 证 明 相同 ,我 们 有 
|. 7| m >, Caya Na) 十 o(N"*), 


KEW ti, N}al 
(s, NY?) 


其 中 ?0a) 的 定义 见 引 理 1, 及 
.232 。 


by (1 — " pla) 一 I plo) ) 


at. 
(t, PUT? jja 


men > Ca) ( 一 I mla) 一 T pe) ) 


«t. (e N}=1 


(4, PCN? ypa 
1—4 
FON *). 
在 条 件 ala) = 1, Ca, PONP) = 1, 及 (as N)=1 之 下 (这 时 
wa) vila)» 我 们 有 
(OD Xv) <b — 1, Jh] 
49704) = 12: 1— T pla) — 7 eG), 
(2) 39 na) > b, 则 一 定 有 
pCa) =l, 
AU eG) 2s MA 
A-D (a) = 0 >21- = pla) 一 = ex es 


如 果 pla) 一 1, 这 时 一 定 有 
va) 一 v(a) = b, 
所 以 必 有 | 
pLa) - 1, 
故 得 
4979 (4) = 1 EL oo) 一 I pla) = 0. 
综合 以 上 结果 即 得 (08) 式 , 证 毕 . 
定理 3 命题 {1,2} 成 立 , 且 有 
N 


(2) => 0.62 N — MÀ 
N ™i e( ) UN 


证 在 引 理 2 pR i= 3, e= 10, 2ERUS (06). (17) 式 可 
得 
| » 233 > 


2 zd 22,1 5 
NAI 24 (1 Lo) 二 


ta, M 

> 4(1 + 61og3 — 101og 2)(1 + oO) Ta E 
1 N 

一 一 她 十 0 Z) 19 
2 7 log3V (19) 


其 中 
Q- >, n= P» 2, L CO» 


a € wf (a, N)71 $ a € ,2—pP;P, 
(e, PNE yen din p POLL nm 
这 样 , 为 了 证 明 命题 {1, 2), 就 中 可 估计 Q, 的 上 界 , 由 于 se .ex 
hh, a= N — p,p <N, J pN 一 ae<N, 所 以 对 固定 的 
po pud 
= 5 Ë; 


| 2=N-F P,P; 
PEP PyTN Pacas Y aPN 
Lot 
9, = S | >, 1. (21) 
dde s 2 
Ł i 2F3 
N peN «o (20 P3. Fp PAN 


(ip, N)=1 


这 就 把 原来 8; 是 估计 元 素 a a 的 个 数 转化 为 估计 素数 P eN R 
们 考虑 集合 
i NY - 
e = eie m oon ten (E) ios il. 
及 
L x-Ííl.l-KFKN-—ecpe€d', ep SNH 
显然 有 
LES LSN, 
E 


N «p «N 
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Alh P5! 


1 
ez NV, e€d', 


所 以 集合 Z 中 不 超过 ND 的 元 素 个 数 小 于 N#， 我 们 还 不 难看 出 
o 不 超过 集合 经 中 的 素数 个 数 。 若 仍 取 
则 由 以 上 的 讨论 易 知 

D,« S(&; ,z) - OIN), 28 NA, (22) 
现在 我 们 用 最 简单 的 Selberg 上 界 世 法 , 即 第 七 章 $ 4 定理 6 来 估 
计 上 式 右 边 的 筛 函数 S(e m. 的 上 界 . 这 里 的 集合 Y md 
就 是 第 七 章 $1 例 3 所 考虑 的 集合 , 故 可 取 

X = 53 Li 


[ 


wd) 一 Cd) œ 0, (d, N) =li, 


所 以 满足 第 七 章 的 条 件 (8) 及 (33) (x 一 D. RMR g% D= - 


Nilog”N, B, — 248, 就 有 


- 


S(L; ,Di)«8(-F «(e (N) EL x R, + Rs (23) 
其 中 
R= >, (si^ 21 EN; e, d, v). 
"ir; "wl fel ` 
pa 3X u(4)3"(4). 5 Li 


4é«D pd) cê? eoe 


(4, N}=1 (e, 432-1 
15 
由 于 ez 时 , NS ee NI, 所 以 
R= Y) pamo) X, ECN; d N)|, 
13 : 


4«D 13 
(4, N)=1 NII gac N” 
(4, d)mI 


其 中 
| g(2-95j1&1. 


ete 
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故 由 第 八 章 定理 2 的 推论 2 Mica 2 的 附注 6,3 及 4 ) 即 得 


R 24 
A ew 7 (24) 


下 面 我 们 再 来 估计 Ra HF ee 好 时 , 它 的 素 因子 不 小 于 Nt 以 及 
wg) < P) (为 了 避免 混淆 ， 把 变数 2 改 为 9), 我 们 有 


* P3 44) 5 g(a) Li 


fap 中 9) e 
(n g)>N 
ENS A S, TA » 5 
4«D $4) 4 H ag 
<N deN 
(a, g)> N (ai 07 yi 
e NUN » » log ytu NI d by A 
aao 9 mia ani 4 exp 4 ma m" 
m» vB ta, rom mN? 
oepa UN 工 S 工 < pir, (25) 
" mep T hri i 
最 后 ， 我 们 来 计算 X. Mia 
X 一 (1 十 ofl)) >， 
e&d e log -一 
e 
$ ł 
N? (2 
=a +N], : P 一 -一 一 
i s log slog — 
log (2 — 3u) | 
—— T LN ù’ log(2 — 3u) 3 26 
S «0 rs ha py qe 


其 中 ol1) 34 N — oo NETE. AA 
^» 1 1 
logr «LG 一 上 D(1+ 十 ), z >l, 
可 得 
9 3 (1-300 -—w) d ortu ES 
log (2 EE. (2—34) — T ar 
所 以 


-236° 


O MUR 


3 log (2 — 31) ; ud $ ]—3u« 
| CL 三 人 CEN 


= Ž (21g 19 一 log 3 — log 17), (27) 
因而 得 到 | 
X « . (21g 10 lg3— lbg17)(1 + o(1)) ——. (28) 
4 log N 
gi (22), (23), Q4). (25) 及 (28) 式 就 得 到 了 Q 的 上 界 估计 
Q, < 6(21og10 — log3 — log 172(1 + o(129c CN) 
piu (19) 式 就 证 明了 我 们 的 定理 . 
陈景润 "更 精确 的 计算 积分 (27) X. T. 
| o 1] > 0.67 c(ND) LN: 
其 和 近 , 他 进一步 改进 了 Q, 的 结构 ， pa 
|. DI 0.816 (N) -一 


ME. E 
log?N ' 


lo E 
不 断 改 进 这 里 下 算 估 计 的 系 数 是 有 意义 的 , 但 从 圆 靶 对 偶数 
Goldbach 猜想 的 探讨 来 看 ( 见 第 十 一 章 (9), OR) 如 前 的 结果 
仍 是 太 小 ,可 能 要 大 于 2 才 会 有 价值 . 
-从 定理 1、 定理 2 到 定理 3, 我 们 清楚 地 看 出 了 加 权 系 法 的 作 
JH. 取 pla) 一 1( 即 不 项 权 ) 时 ， 我 们 仅 能 得 到 命题 {1, 4). Hx 


pla) = 1 — 3 pla), 就 得 到 了 命题 {1, 3), 而 取 
p(a)m1— " pla) 一 + exa), 


就 证 明了 命题 {1, 2}。 所 以 对 间 一 个 问题 , 选取 不 则 的 权 函 数 就 
可 以 得 到 不 同 的 结果 . 但 是 权 函 数 取 得 愈 复杂 ,我 们 的 估计 就 愈 困 S 
Xt. 陈景润 所 提出 的 加 权 得 法 的 基本 困难 就 在 于 实现 对 O, 9 4 n 
计 ， 如 果 我 们 用 估计 定理 2 中 0, L (12)) 的 办 法 来 估计 由 (20》 | 
所 表示 的 2,， 那 就 要 去 估计 筛 函数 的 和 : 
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DYS P, P2. 


对 此 ， 我 们 只 能 用 第 七 章 定理 9 去 估计 其 中 每 一 个 得 函数， 但 由 
Te€d b.e — NS, 可 以 取 大 于 Nt 的 值 ,所 以 在 估计 总 的 余 项 
“有 时， 就 产生 了 Bombieri-Banorpanos 均值 定理 ( 即 第 八 章 定理 1 及 
推论 1) 所 不 能 克服 的 困难 ?。 陈景润 巧妙 地 把 0, 原来 的 表示 式 
(20) 变 为 表示 式 《21), 把 原来 是 估计 元 素 a 的 个 数 转 化 为 估计 素 
数 户 的 个 数 。 这 样 ， 他 就 利用 最 简单 的 Selberg ERRERA 
9 并 首先 用 他 的 极 有 创造 性 的 方法 , 克服 了 估计 余 项 的 困难 , 实 
更 了 对 9 的 估计 , 并 证 明了 命题 (1. 2}。 后 来 , 我 们 es- 四 在 命题 
{1, 2} 的 简化 证 明 中 明确 指出 ,估计 O 的 关键 实质 上 就 是 第 八 章 
的 新 的 均值 定理 一 一 定理 2， 这 一 点 也 可 以 从 这 里 所 给 出 的 证 明 
中 清楚 地 看 到 . 

显然 ， 利 用 陈景润 的 加 权 筛 法 不 可 能 证 明 命题 {1, 1}， 因 为 
这 时 要 在 引 理 2 中 取 5 一 2， 而 这 使 得 在 估计 主 项 和 余 项 时 出 现 
至 今 仍然 无 法 克服 的 困难 ， 


$2. D(N) 上 界 估 计 的 改进 


BN ARR DON) 为 N 表 为 二 个 素数 之 和 的 表 法 的 个 数 . 
我 们 在 第 七 章 $ 4《41) 中 证 明了 


N log log N 
D(N) Z 8c(N ar (1 + o (Peny), 
(ND «x 8c( ) LUN aN 


一 直到 不 久 以 前 这 还 是 最 好 的 结果 , 它 是 由 Bombieri ft Davenport” 
在 1966 年 得 到 的 ， 上 述 结果 中 的 系数 8 也 是 随 第 法 和 均值 定理 
的 发 展 而 逐步 改进 的 。 1949 年 A. Seberg™™ 证 明了 系数 可 取 为 
16, 1964 年 潘 承 洞 (3 证 明了 系数 可 取 为 12， 而 在 GRH F, 1962 
年 王 元 ~" 证 明了 系数 可 取 为 8。 对 系数 8 作 进 一 步 的 改进 是 一 个 


1) 一 些 数 学 家 曾祖 继 指出 ,只 要 第 八 章 的 均值 估计 式 对 wo 一 t, 9.546 及 0.531 
成 立时 ,命题 (1, 2] 就 成 立 。 
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十 分 区 难 的 问题 ， 最 近 , 陈景润 中 发 展 了 他 在 证 明 命题 {1, 2) 中 
所 提出 的 加 权 筛 法 ,证 明了 : 对 充分 大 的 偶数 六 有 


(29) 


他 通过 巧妙 地 应 用 Byxuraó 恒等式 及 Byxuraó49 关于 不 超过 
x 且 不 含有 小 于 8 的 素 因 子 的 自然 数 个 数 的 渐 近 公式 ?2 (3 引 理 4) 
实现 了 这 一 估计 。 诚然 ， 证明 的 关键 之 一 仍 是 第 八 章 S 2 的 一 类 
新 的 均值 定理 (这 里 要 用 到 推论 3 及 推论 4 的 形式 )。 为 了 得 到 上 
述 较 好 的 佑 计 , 他 和 翅 用 了 反复 恤 代 的 方法 ， 因 而 计算 是 很 复杂 的 。 
我 们 这 里 要 给 出 一 个 较为 简单 的 方法 ,证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4 对 充分 大 的 NN, RITE 


D(N) «7 928C(N) -5 (30) 


T 
下 面 分 若干 引 理 来 证 明 这 一 结 HA. 
5]: 3. HERRY w) WREE S 5 (57)) 满足 方程 


wla) = L, l&uws2, 
| (31) 
(uso(u))' = w(u — 1), € 2, 
则 有 - 
n) et eb TETTE u ics 4 = 32) 
证 ”由 定义 容易 推 得 
eu) se Lo E 1A 2««44« 3, 
SUR 


Us als Dh 1) » 
(u) Ku — 1) ， 2«u«3, 
PUL, EKI 2? Su <3 E, AX w(w) 在 点 ww 处 取 最 大 值 , o 08 
足 
(tm 一 1) log (we — 1) = 1. 
1) FIR [71]. 
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不 难 算得 
2.763 < wo < 2.77, 


所 以 我 们 有 
了 i--log(uy— l1 
Hg 


1 - < 1.763, 2«««3. 


fig 一 
RAHA. Ik > 3 为 正 整 数 , 假 设 

wa) < 2 < «ek 
成 立 , 则 由 定义 知 


molu) — ko = | wht— Dd, ku eL 
FIN 1 k 1 
1 
人 
引 理 证 毕 . 
引 理 4 ik ww 是 引 理 3 中 定义 的 函数 ， 
xl, "e d “>l, 
则 对 * > 1 一 致 地 有 | 
m» ] = wu) poss +0 G) + 0 E) (33) 
成 并 ;其 中 
Pix) 一 JI P. 


证 ”用 归纳 法 证 明 ， 当 1 志 w 志 ?时 ,由 素数 定理 知 G3) 式 
成 立 、 假设 当下 委 # 二 记 十 1 全 写 1, PDN, GD 式 成 立 . 我 
们 来 证 明 当 《二 1e» m R E28. 3) 式 亦 成 立 。 为 此 设 

F = {n:l <ar PS hO 
这 样 就 有 


e 24) + 


2, 1 SN; P,a), 
(i Font | 
由 Byxumaó 便 等 式 (第 七 章 $ 1 引 理 1) A, 
SMS Prs z”) 一 SCA; Prs aT) 
EN 5 SCH p; FD, P), 
Mas 
k-cisxss«kc2, (34) 
由 于 


T 7 log x 
k < (10g $) / logp 185 一 1 R-i, 
EP « rH, 
所 以 利用 归纳 假设 ,并 注意 到 ”一 (2) Pii - 
Np = fn: pe H «s «t, 
从 GO, G3), GO 式 及 素数 定理 即 得 


SC, P, x") = wlk 1) —^ W o(——-) 


ih [lg v 
£o). x «Cu 
lgrtt — lo dl log p / logp 


1 plog!p logp 
PEE 
-— (k 十 
Enn 
"n A lgx . a 
~ logs loghi 


e 241» 


Ea 
-o(fs (-2 +) a) 
*"  Mlog?t — log?: 


+ o( —H—)- (Ge De D 


(log x33)? log x 
十 W wii is Dar) $ a x » 
logx"» . 
一 w(u) —— T). 
log x" ME (log xj 


IXHEUEHH T.Mb kc lsesAkcT2HB(3) 式 亦 成 立 。 证 毕 . 
WESS uc u> 1S, (33) 式 中 0 =) 这 一 项 可 不 要 . 
下 面 的 引 理 是 Byxmra6 恒等式 的 一 个 应 用 . 
引 理 5 ES... FH (1), (2) 所 给 出 , zu 1,5, 
们 有 ?2 
1 1 
SC; DIN Sy; PIN") 
mh b SC. or ; P, N”) 
L i 


b» f SCA pi S2 (mi), N*) 


4 i 9$ SKA s VD: P) 
1l 


N PKPP «p «N " 
Gp? spss NOI 


+ oN”), (35) 
证 由 Byxuraó 恒等式 知 


UE 1 
SC ; P.N") = SLA; PN”) 


D 符号 9a) 的 定义 见 第 七 章 $105), 
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~ 5 : $C or ni S. p). 


1 
NY p, <N™ 
PitN 


对 上 面 和 式 中 的 每 一 项 再 用 一 次 Byxura6 恒等式 ,有 
po P,P) = Sn; P ,NY) 


1 
-— 4 bF SCA ppa? 2, Pa 
上 
N'&pcpn 
PAN 


. N & p « N*, PAN, 
由 以 上 三 式 即 得 
1 
SC i P, NU) mS PN") 


1 
i P SC a ss P NUT) + My, (36) 
1 1 
Nep «Nt 
m 


其 中 


1 
Mi-— D SG uni Sp) 
2 i 1 

N p «up, eN" 

(pp, N)TÀ 


1 
nad E! >, SCA p3 P, p). (37) 
1 i 


N*« pi<N™ 
0 pu 


再 对 《37)》 式 右 边 的 二 个 和 式 中 的 每 一 项 ， 适 当 的 运用 Byxmra6 
恒等式 可 使 之 互相 抵消 一 部 分 ,我 们 有 | 
SC aus P,P) m SC, Go, N*). 
十 b Lem eni Sn), p. — 


Prap cN” 
PN 


P1 2 
N'p-cN', pN, 


* 243 we、 


SC or pi; s 2> Pa) — SC. of po sss Sp, p 
F 2 SCA o o o: PPD p» 


BPCh 
PN 
Xi 1 
N'AN", (pp N) — 1. 
SEL E—AXA (37) 式 , 即 得 
M= D Sw; p), N*) 


1 — 
N epc N“ 
PitN 


十 T ps SCu osos S p» Pa) 
l 


NY p, &p,cp, «N^ 
(p.p b. N)E1 


-4 D Kea P, p). | (8) 
1 
NY e p «NM 
PON 


由 于 
2 lar al < N^* 
iN” ; 3 
Hidb E (38), (36) 式 即 推 得 (35) 式 , 证 毕 . 
不 难看 出 ,35) 式 可 以 写成 下 面 的 形式 


SA S.N X (1— tala) 


在 下 


(4, P(N" jæ 


1 1 o 1-$ 
Er paa) + TO) + O(N *), (39) 


e-. 5j t po) 一 2. 1, 
1 1 H 1 
YY N?” 4 p, «N" 
pile, P11N "m putN Gs PUN 
1 
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pala) = > i. 
i L 
NY &r,cps «p, <N 
£3? Pala, Gps, N)-1 


(e Fete 
如 局 引 理 1, 引 理 2 一 样 ，{39) 式 可 以 直接 加 以 证 明 、。 所 以 引 理 
5 实际 上 亦 为 加 权 筛 法 , 由 此 也 可 看 出 加 这 类 权 往 法 和 DR 
恒等式 之 同 的 联系 . 
3386 设 集 合 .er PA), (2) 式 给 出 ,我 们 有 
Kai PND- D sors PN?) 
l 4 1 


N^«p,«N? 
PiN 


< 8(1 二 of)cCV) UL 十 j mn i 


TOME 
. log12.5 一 一 一 一 一 
E e T tri d}, (40) 


其 中 o(1) 24 N — oo IH ESTA, 
证 由 第 七 章 定理 10 的 (91) 式 ; 第 八 章 定理 1 的 推论 | 1, 第 
E% (53) 式 , 以 及 (8) AR 得 5 


Sla: P, NÌ) «sa + — P: | 


x (1 十 [mop a). | | (41) 
再 由 第 七 章 定理 9 的 (69) 式 (注意 附注 2, 第 七 章 G2) 式 ,以 及 
(8) 式 可 得 
(SC 2， N^) > 8(1 十 e(1))c(N). 一 一 一 ON 
x | tos (2.5 — 3.5 c |/ lo. (1 — E 


0) 外 于 对 六 十 沱 的 集合 or 及 多 ， 第 七 章 的 定理 9、10 及 第 八 间 定理 1、2 等 已 应 
用 过 多 次 ， 所 以 如 何 选择 这 些 定理 中 的 参数 就 不 一 一 写 出 来 了 ， 以 下 同 : 


: 2437 


-一 -一 一 一 : 
we PEE M 


m b 356] ^l > 


sd «Ni log PN 
4 
dN?) 
1 1 
N'sp-N, pN., 
利用 第 八 章 定理 1 的 推论 ! 及 素数 定理 可 得 
Y^ Quai. NT) 2 81 + ol))eAN) 


1 1 
N'«p,«N? 
1 (25 - | 
25 108 | 2.2 ^7, 41 4 
E | ELSE dt, (42) 
L5 


pitN 
X 
~、  log?V r 
Hi (4D, (42) 式 就 推出 (40) 式 ,证 毕 . 
引 理 7 设 集合 ,er ,多 d CD. CO 给 出 ,我 们 有 


Q, = 2 Se ni FPP), p) 


1l 
NI ep cp, «p, cN? 
VP4PzPS N)-l 


X N 
S 81 十 o(1)) c(N) TEN. +0 (s) (43) 
其 中 o(1) M N — co 时 趋 于 零 ， 
x= 5 J 1 《44 


1 1 Q«5ZN/P,PP, 
NI Gpp ct CN (a, NPEp D= 


E 我 们 用 定理 3 中 估计 O 的 办 法 来 估计 2, . 我 们 有 
Q, 一 M b 1 + O(N?) 


à i ial Pippa 
N «pcr «p,«N 了 a, ris ya: 
(pipa, NJ=1 s 


1 i pN—p;PQp,n 


7 $ 
N RPEN aac No, (n, N Pip) jE 
(pb py. NY-1 ELELE Pz 


E! 
+ O(N$) = Q; + O(N?), (45) 


o= 之 之 2 1， 


«p EN 1&2 N pts PZN ipp np: 

z"l3 

(pp, Nyon pU) p cp eminqNS  N/p tym) Ci NO 
现在 考虑 集合 


1 1 
g = le: = npps, N S pup Nun N)—1, 


X m (a, A PCp3) ) I}, 
pps P: 


及 
i i N 
g m fil eN — eps céd, Ps < pi < min (N5, 9). 


显然 ， (d, N) =], 再 由 于 
NAN e€d, 
及 
i| « N’, | 

所 以 集合 Z 中 不 大 于 NT 的 元 泰 个 数 < NT. 由 于 2; 小 于 集合 
Z 中 素数 个 数 因而 我 们 有 

LSL: P, x) + ONI), <N, (46 
KES, P 就 是 第 七 章 $ 1 例 3 所 讨论 的 那 种 类 型 的 集合 ， 这 
样 我 们 就 可 选取 | 

-2 2. 1l 

E x) 


6 
- 5 D; 1 一 X+ON ) 07 
i a Me cNiPibehs 
N7 «p», «p, mA 
Cops Ni ( r eoa 


现在 我 们 用 第 七 章 $ 4 定理 6 — I SL; P,2) m P 
= D = Ntlog™®N (B, E aeo 就 有 


S(& , P, DI) « 8I Tele Ty N + Rs 二 R, (48) 
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R= 5 (a)3"9| 3 > 


g«D “Ee 
(d, NYSE Ge, di py&p,«min(N3,N) 
» ep ND 
1 
e mo» 
$(2) 之 1 
ES 
JO BELLACH 
We 005857 D 1) 
4«D pla) etx 1 
t, N)=1 (es #)>1 paca « min(N5,H) 


则 有 
R= DD" $3; ko( DT 1 


d«Dp r4 í 1 
ta, N)=1 N7ca«N? e, «n «mia(w 5, E) 
(a, d)—t Sp;—N(d) 
|. MN 
LE. ONG 1]l,; 
$(4) k 


Pcp < min (N 3 ,N) 


mo X MU? v Qu) x a 


zzo $a) 2° . 
NA. N7 ca cN? pcp mio (N$,N) 
{a 4)71 
不 难看 出 
gla) Sl, 
且 当 a 有 小 于 v? 的 泰 因子 时 ， 
gla) — 0, 


首先 我 们 来 估计 Ri。 我 们 有 (为 避免 混淆 把 变数 a 改 为 9) 
R,« Y 240 
ISD pla) 2 a" 


(e; »N 
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KAF (25) 式 对 Ra 的 估计 , 易 得 
R.« a? . (49) 
现 来 估计 Ry, 我 们 不 难看 出 集合 d 中 的 任 一 元 素 e 一 npp, IX 
里 p ps 都 是 由 e 所 准 一 确定 的 "。 因为 若 。6 d. 其 标准 分 解 式 
为 
e = gigh egis, pL gpr Lars G0, 0xi xA, 
MARS d 的 定义 可 知 , 必 有 
b= fis pz 一 4 
,所 以 ps 是 < 的 单 值 函 数 , 设 为 ps 一 re). BRA 


i 1 
N? rale CNI, ere) N, 


这 样 我 们 就 有 | 
R,« R; + R+ R;, (50) 
其 中 | 
R,— D, wd) >) gla) 
dD c r1 4 
(a, 4)71 
dee So 
1 (d) 23 LAE 
Pr<N3 . new 
ep-N(4) 
Re 一 D, Dp >) gla) 
4«n 4 ` 
(a N)=1 NM 于 <a<N 
(«, 4)—1 
1 
x ( po 1)| 
pn $e) pa d 
ap,zN(d) 


Ri= $) w(d)m| Š; gl) 
d«D 2 4 
(d, N)=1 N? agn! 
(8, d)»1 


1》 由 此 也 就 证 明了 g(a) « 1. 
，249。 


RA RUEISIITET 
SUNG TN 
- 


1 
x( Xi 1-4 X1. 
p«r) pld) pat) 

ap,;zN(d) 


选择 适当 的 B1, 由 第 八 章 5 2 推论 3 及 推论 4( 并 注意 到 定理 2 的 
附注 5, 4, 3) , 即 得 
N N 


N 
R; K 一 一 一 R; K 一 一 一 
logN ” : logg?N ” ? ^ log!N 


由 此 及 G0), (49), (48), (47). (46) 式 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 
引 理 8 设 X 由 引 理 7 (44) 式 所 给 出 ,我 们 有 


à 7 N 
X 一 31g. —1)Q + Djs sl 
1.763 (3108 5 Cr ep) log N GD 
1 1 
i BFN Spp ap <N" lt 
" N 
— nha 
: log ps 
从 31 理 4 得 
N. 
log 一 一 一 N 
Xg bi ap eec A 4 — — 
log ps / Pipipslog ps 


i 1 
N7 ep «ty cp, «N* 


o (AT 
pip2pslog pa 


故 由 引 理 3 及 素数 定理 可 得 


下 二 1 NEN ON (A 
1.763 5 cien ep end Pip2ps log ps log^N 


y X di 


dv | 
" wyvlog?r Je ilog: 


1 

N je du | 

1.763 JN? slogw 
i 

o( N )- N NT 1 (s — JegN 

log?N 1.763 JN” llogN log € 


4. lgN,, EN) du +of N ) 
log # 5 log u/ ?) wlogw log^N 
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一 i 2- d reca o (8). 
这 就 证 明了 (51) 式 , 证 毕 . | 
定理 4 的 证 明 显然 有 
D(ND < SC; P, NT) + O(N?), (52) 
在 引 理 5 中 取 # = 5, v — 7, 由 引 理 5、 引 理 6、 引 理 7 及 引 理 8 
得 
St; P, NT) < 8(0 + ol)) e QN) —— (1 — A), (53) 


log?N 
其 中 


| 25 3.5 
2.5 108 | 22 一 
ES | whs- 71) ái 


1.5 


! t 
15 T 
-Í gt =l d — —— (31g 2 — 1). 
; z 1.763 5 


下 面 来 计算 和。 其 中 第 一 个 积分 “0 ,利用 
jo Ma si 一 2(z 十 芝士 二 十 > 2s, 0c rel, 
— x 3 5 


1 
可 得 
1 (5 T) 
2,5 lOg V 46-2 — 
| ud MEM. E. un IT 
1.5 É 
11 Tl075 7 ) 
«f Vou To * log ut TIGE) p 
1.5 EE É 
' Es HE 7 ) 
log 一 十 log| 本 (本 一 了 1 
2 3 4X2 20 PF DII S 
2 t : P 
li, 4 4 5 
= log--log—— + A + log 一 log 一 十 A， . 
log 158 5 Mab EST zd 
其 中 


a 251» 


b und (s 73 4 
EE 22423 di VW fe — 3] +), 
i Ls (36 + 1) 18 55 
5 .—2 (2 119 2 
Ael —— X IT 
i | (23r 4-2) ^. 231 ^98 Sa 
综合 以 上 三 式 即 得 
l (25 E: ) 
25 0g | 4.2 — 7, 14 7 
" £17 de > 0.2405. (54) 
。 t 
再 利用 
| bgz «& 1G — 0 (1-1), xml, 
2 x 
ung 
MOI Da < 工作 -2 
1 i 2 h2 一 1 
1 (2 a) 
= (I — lg < 0.04728, 55 
| 2s og = (55) 
由 (54), (55) XE 
a. 31og 2. — 1) < 0.01069, 
1.763 5 
ETT 


A — 0.0090, 
这 就 得 到 了 GOA. 证 毕 . 

最 后 ,我 们 要 指出 的 是 ,在 [20] 中 陈景润 引进 了 函数 HO 和 
G(s) ,对 于 这 二 个 函数 如 何 得 到 最 优 的 结果 是 一 个 没有 解决 的 间 
题 . | | 
从 本 章 所 证 明 的 二 个 定理 可 以 认为 ， 进 一 步 研 究 和 应 用 加 权 
簿 法 及 第 八 章 的 新 的 一 类 均值 定理 ， 可 能 对 一 些 解析 数论 问题 得 
到 更 好 的 新 结果 ， 


1) Q0] 中 作 了 更 精确 的 计算 得 |” leg — 1) de < 0.046614, 


= 2525 


第 十 章 零点 分 布 (二 ) 


本 书 的 最 后 三 章 一 一 第 十 、 寺 一 、 十 二 章 ， 将 用 来 讨论 有 关 
Goldbach 数 的 一 些 结果 ， 为 此 ,除了 第 四 章 零 点 分 布 (一 ) 中 所 证 
肯 的 一 些 定理 外 ， 我 们 还 需要 工 函 数 的 另外 一 些 和 性质， 特别 是 由 
Jamm 在 其 关于 算术 数列 中 的 最 小 素数 这 一 著名 工作 中 所 首 
先 证 明 的 二 个 十 分 重要 的 结果 。 对 这 二 个 结果 , 许多 数学 工作 者 


作 了 进一步 的 研究 与 改进 ,本章 的 主要 目的 就 是 利用 Turín 方法 “ 


来 证 明 经 过 改进 和 简化 的 mnk 的 这 二 个 结果 ( 见 定理 1,2 及 
”定理 3)。 所 用 到 的 Turia 关于 估计 方才 和 下 界 的 重要 结果 ,这 里 
将 不 予 证 明 , 可 看 他 的 工作 L1241, [125], 这 一 章 的 内 容 主要 是 为 
第 十 一 章 $2 作 准 备 ， 而 本 章 的 引 理 9 和 11 仅 在 第 十 一 章 $ 3 中 
用 到 ， 

除了 引 理 9 中 的 常数 Ce) 外 。 本 章 中 的 常数 cl, cz， ta 都 
是 可 计算 的 常数 ， 


$1， 工 函数 的 若干 引 理 


引 理 1 了” 设 整数 了 关 1,X mod gq， 则 对 任 一 实数 as LG, X) 
在 区 域 m 委 :< 委 呈 十 工 中 的 非 显明 零点 的 个 数 、 
NM, cilogq(lil + 2). (1) 
证 明 见 [241, [60], [921. 


引 理 2 RER a 之 1, X mdg YRF, s on i, WAO 


—2 s0 S2 HĀ 
E, i 


GD ~ ia 
PS 0o su s5—P 


1) 为 了 方便 六 见 ， RICCIETETURES USE 1 ABFE, XH, Le, x) ERME Y 
DENTES ENT 


+ 623 * 


Xe 


+ OClogaClH] + 2)), (2) 
其 中 


l, 4-71, 
40, q—1, 
e LG. 7) 的 零点 . 

证 明 见 [24]. 1601, [921. 

引 理 3 REK g 1，XY mod 4g，s 一 9 十 六， 则 在 半 平 面 
v 一 村 中 挖 去 以 工 (*X) 的 显明 零点 为 圆心 ,以 1/8 为 半径 的 
圆 后 的 区 域 上 有 

|- (s, x)| < c;logqsl. 
证 明 见 [24], L601, [921. 
引 理 4 ， 设 整数 4 污 3, X mod 4 为 实 原 特 征 , 则 有 
L(1,X) 之 -~ 2 


V 9 log^q 
证 明 见 [601. 
引 理 3 RER 4 之 3, 则 对 所 有 实 的 非 主 特征 Xmodg, 4 
时 
Vv 4 log'g 
时 ， 
L(o, X) Æ 0. 


证 明 见 [60]. 

引 理 6 RER .421.5:—o- i, WAE Lis, X), 
X mod 4, 仅 可 能 除去 一 个 函数 外 ,在 区 域 

py Q) 

内 没有 零点 。 如 果 这 样 的 例外 函数 存在 , 则 对 应 的 g 一 定 是 模 4 
的 实 的 非 主 特征 , 且 LCG, D 在 上 述 区 城中 仅 有 一 个 一 级 实 零 
A B. 

HERAN [24], [60], [92], 
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车 令 5 二 1 — ë, 则 由 (3) RA 
| 8log2g — cs, (4) 
3187 1 021,:— cir 则 所 有 的 L(y,X),Xmodg 为 
原 特征 , 9 < 8, 仅 可 能 除去 一 个 函数 外 ,在 区 域 
i | e 
内 没有 零点 ， 如 果 这 样 的 例外 函数 存在 , 则 对 应 的 多 一 定 是 某 一 
MEIS 9 的 实 原 特征 。 B. LG, D 在 上 述 区 域 中 仅 有 一 个 一 级 
LPA F. 
证 明 见 [241, [601, [92]. 
Eml 一 8, 则 由 (5) 式 知 
&1og20 < cs, (6) 


3138 6， 引 理 7 中 的 y. LG. 3) Ec B, SEITE SEO 


情况 下 的 例外 特征 ,例外 函数 ,及 例外 零点 。3 引 [ 理 7 中 的 《我 们 称 


之 为 例外 模 . 
由 引 理 5 及 引 理 7, 我 们 容易 推 得 
引 理 8 设 3 是 引 理 7 中 的 例外 模 , 0 > 3。 则 有 
2289 . 
(log log Q)" 
^" WE 从 引 理 5, 引 理 7 可 得 
V9log 全 之 m log 20. 


由 此 立即 推出 所 要 的 结果 ,证 毕 . 

引 理 9 (Siege) 设 上 整数 4 21. XER 9 的 实 特 征 ,' 则 对 任 
给 的 > 0, 一 定 存 在 一 个 常数 c 一 cele) > 0, 使 得 L(s,X) 的 
"EG Bd 

Pe Ee 
q 


证 明 见 E241, [601, [81], [921], XE cle) 为 不 可 计算 的 常 
数 ， " 
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£o TM: CUN ev 0€ "EU 
D so HE 

: TX 

Sa PA 


下 面 的 引 理 通常 称 为 Jlumak 密度 引 理 . 
SI 10 RER g 兰 1,4 为 任 一 实数 , 9 1 十 im 以 及 实 
Ebro 


*rx4, 


"rar T2) 
WI£E— L(s, X), X mod q ÆR |s — sl s x 内 的 等 点 个 数 
M v = Mr: zos X) S esr log gCirs] + 2). (7) 
ib REX 为 模 4 的 原 特 征 及 > 和 1/4. 在 引 理 2 中 取 
f 导 二 1 十 7 十 ito, 我 们 有 
Re 1 一 Re 二 £5 X) + Re- E, 
25, OBERE x E ; 8, 一 
+ OClogaC| a] + 25). 
显然 ,对 L(s,X) 的 所 有 零点 2 都 有 
Re (5, — p) i rs 


而 当 堆 点 RTH | 一 sl 所 + 圭一 L RUN 


ves 


因此 我 们 有 | 
Re E! i 5 Re (5, — p) 


1e—4,1« 1/2 $—p le-2,1«1/2 fs; XT p? 
> — >M, 
E Is, — e]? 4r 
此 外 ,我 们 还 有 
L 1 
: FA (55s X) « x. Re F 
综合 以 上 结果 就 得 到 


将 & 工 十 loge(lal + 2). 
r r 


再 利用 条 件 > prp BIABHSESESAUR, 当 
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二 <r<4, 由 引 理 1 知 (7) 式 亦 成 立 ?。 这 就 对 X 为 原 特 征 


的 情形 证 明了 引 理 . 
当 X modg 不 是 原 特 征 时 ， 设 X modq«— X* modg*, dif 
LCs, X) 和 工人, X*) 在 半 平 面 o> 0 内 的 零点 是 相同 的 ， 所 以 引 
理 亦 成 立 , 证 毕 . 
利用 Burorpanos 的 三 角 和 方法 ,可 以 证 明 
引 理 1 RER 4 >l, peg i, WIPUHRSJ L Gs X) 
X mod 4, 在 区 域 
logg + Clog (lel + 2)” 
中 ,除去 可 能 有 的 例外 零点 在 ( 见 引 理 6) 外 ,没有 零点 。 " 
证 明 见 [92]. 


CI 之 


$2. Turán jj 法 


证 明 本 章 二 个 定理 的 主要 工具 是 下 面 赂 于 P. Turán 的 
关于 估计 方 赛 和 下 界 的 一 个 重要 结果 ， 
引 理 12 ^1 zo 21, coco; 是 任意 了 个 复数 ,满足 
In] 之 fjal >- d les, 
则 对 任意 的 m > 0 RN DJ, —ETEEE— Kos 
mE ksxm-N, 
使 得 


£i > (Fe) EIKA Se" 
5]: 13 iR X RIO. A EX XR. BIA, 20. [DE 
a> 1l, 再 设 


[Et 


Bw a .-HwNE dw 
Ry: 4, B L] (一 二 一 8 
iG 7e 2Bw / y" (8) 
1) 这 里 可 能 有 的 显明 零点 只 有 有 限 多 个 ， 引 理事 实 上 对 <r BRE, r 为 任 -- 
BEER. 
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其 中 . | 
f T bs À 为 实数 ， 


则 我 们 有 
一 10， 0 «y x e(47 P, 


RO; A, B) 一 < CoB, eR < y < elt, 


= l, y zm elt 
ARH Rk 3A | 


d : c 
— R,(y; 4, B) « t. 


证 ”我们 有 
(^ 
Rod D m gx 2C (5) 


x | (y du 
(a) y wt 


热 知 当下 之 2 时 有 


1 
2i NE swt " 0, (0sa xl). 


由 也 上 二 式 即 得 
Riy; 4,B) 90, y DeM, 


(9) 


(10) 


e 


5 —2 i. 0) 式 右边 的 被 积 函 数 是 ”的 整 函数 ， 且 当下 关 2 时 ， 


我 们 可 以 把 (8) 式 右 边 的 积分 移 至 Re w = 一 1, 这 样 就 有 


TE Bw 一 eBe\k dw 
R A B Pr il (^^ e c 
d B) 2x! )(-D 2Bw y" 


mol ry > c(i ) 


pnm v dw 
2 js (4 y apt" 
EAD RIAL 2 时 有 


1 
PEL S dw ma s 
2i NES to^ " 0; (a » + 
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由 以 上 二 式 即 得 
Rly; 4, B) 0, yen, (12) 
我 们 可 以 把 (8) dia d Re w = 0, 就 有 
Hw _ cy d 


Rí(y; A, B ANGE 
irs 4, B) uM 2Bw y 


| c ( A&-lor 9i (sry dt. 
2x J--9 B: 


由 上 式 即 得 
IG 4, B) «i P 
由 此 及 《11), 02) 式 我 们 就 证 明了 《9) R. 


现在 来 证明 (10) 式 .不 难 验证 , 当 不 之 3 时 (8) 式 可 以 在 积分 | 
号 下 取 微分 , 故 有 


Bw L so—Beu\x 
A eias By m — (Ye 
dy 2xi Jo) 2Bw y”tl 


把 上 式 积分 移 至 Re w = 0 (Bd > 3, 所 以 是 可 以 的 ) 即 得 
d ; 1 (" | sin B? 
车 Rly; 4,5)| «i QURE | |e[ dt 


D. [* 
2zB'y f 
这 就 证 明了 (10) 式 ， 引 理 证 毕 . 
引 理 14 设 整数 4 z> 1,X mod 4: to 为 任 一 实数 ,” w= ]-1:5,. 


ss di 
t 


ex ljr, R3. 


A E. 
w) x d etin tl 
2Aw 
必 , 一 定 存 在 正常 数 Cus ĉis E Cu» [ix RAE 


€5 
log 215] + F 


的 任意 整数 r, MRAR LG, X)》 在 贺 1; 一 4| <r 上 有 一 零点 
2 ， 则 对 任意 满足 条 件 
Kzm3, KZceeprloggq(]la4] + 2) 


bee es 
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”的 整数 天, 必 有 整数 如 满足 


K &k «2K, 
使 得 对 于 贺 [5 一 s] mr 中 的 任 一 点 “有 


5 fp 一 下 | > ek, (13) 
这 里 到 4 mL,» 表示 对 LG, O 的 所 有 零点 求 和 . 


证 以 SY EN LG D 的 所 有 非 显明 零点 求 和 ，> ， 表 对 
LCG, D) 的 所 有 显明 零点 求 积 。 当 cu 1/2 时 ,显然 我 们 有 


| « X? ie -21« 3) 6-3 
Ec: 
« (re >), (14) 
下 面 来 估计 2l. 我 们 可 以 取 en Eh EH > 2, Hen < 1/2, 
为 一 待定 常数 ,并 把 51 分 为 | 
» f^ (p — D b 4 r3 i bM 
r: la 一 al<Hr — Hrip-4 «3 Ip-iol>3 
一 J 十 了 十 了 了, (15) 
首先 估计 I. 13。 对 所 有 的 等 点 2 有 
Re(p—)Er, oal Sr (16) 
及 


le — s| 之 [e — sl ET |s — sal 之 le — sl = 
is — 58] &r. (17) 
出 以 上 二 式 及 3 引 理 10 知 , 当 FH? « 2 NUS 
1 1 eet ko 
. [f*Co— 2] S 一 -一 一 一 一 ~ 
OI "EC Ar(2'H — 5) 


.e? Ka Ti : 
< (zz) ce2 Hr logg(]t] + 2) 
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€ y ghé üu-Diost!-D p log gl | 4] 4 2). 
EE 
|| s bcre tD r-d logg lnl + 2). (18) 
当 p 一 5 十 ti 为 非 显明 堆 点 时 , 若 jp 一 让 | 23,28 1r—al 
> 2, 由 此 及 (16)， (17) 式 从 引 理 1 可 以 推出 

als Y JP- 


P73 feir. atti 


P $ 
«(remate 29 n 
ial 


< laest ogg( irl + 2). (19) 
下 面 我 们 从 引 理 12 来 估计 FLOS FAR. HBA EM | x n 
中 有 一 零点 pv, 显然 有 
Re (a —:)zm —2r, bnl Sr, 
所 以 


(m=O SAM nl 


A(ps — 5) 

由 于 当 | 一 | 所 + 时 ，[4(m —2] «2, Rig P a ur] 
< 2 上 无 零点 , 故 其 模 有 正 的 下 界 

hw | > es o, lw] «2, 


ge 


AMRA 
|f Co» € s) 之 ees |s z sal re 
现在 引 理 12 中 取 复 数 mi zs ee 为 f$(0— 0), 其 中 PP 为 
L(s,X) E |s— 4| s Hr 中 的 零点 .由 引 理 10 知 
J < ceHr log 9( |10| +2 
设 整数 天 满足 | 
Kz3, KZIzcdrloga(lul + 2), (20) 


并 在 3 引 理 12 中 取 m = N e K, 故 由 引 理 12 知 必 有 一 和 满足 


KK, Q1) 
使 得 | 
1l 之 (E eneyt z> oe ut, (22) 
从 《18)， (20) 式 看 出 LH €13 充分 大 ,使 满足 
isu È l, 


这 样 ,我 们 取 待 定常 数 瑟 一 en 时 就 有 
K > rloga(|t] +2) 


及 

Inl « i e“ enko, (23) 
对 取 定 的 es 我 们 可 取 cy 充分 小 , 侠 其 满足 Hen = caca < 1/2, 
HEHEA ODAR r eR cz 可 推 得 

1 “Fitto 

TA < 4 e7*uk . : (24) 

再 由 《14) 式 知 当 en 充分 小 , > en 时 ,同样 可 有 
| 2 « e7 aho, (25) 


Au Q2), Q3), Q4), 05), G5) 及 QD 各 式 ， 并 选取 适当 的 
m EX C14» 即 得 (13) 式 , 证 毕 ， 


附注 1 由 引 理 14 的 证 明 可 知 , 当 (13) 式 中 的 求 和 号 D ARH LUA) 


的 所 有 非 因 明 截 点 及 任意 指定 多 个 显明 零点 求 和 时 , 引 理 14 亦 成 立 。 

附注 2 证 明 引 理 14 时 仅 用 到 了 函数 LCs X) RASSIL RIM 

所 证 明 的 性 质 , 以 及 估计 式 (14)。 因 比 对 于 任 一 函数 H (6), FUE CE GE RE 
is 5188 10 及 估计 式 (14) 成 立 ; 则 对 它 引 理 14 亦 成 立 。 


$3， 工 少数 非 零 区 域 的 扩展 


引 理 15 14223, X mod 4 为 任 一 非 主 特征 ， 
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He Te ie = WT T T * ws W"—£Z2 9 TAE COE" DE. o Po ét m Fr 


CG)LG, X) = bi ann, o>1, 


则 当 * 之 2 时 有 
2,7 — (logs + y)LO, X) + L1, X) 
nei 


+0 (tonat), (26) 


这 里 7 为 Euler AR. 
证 ”由 于 
a, — >. X(d), 


dis 


及 
>, 1l. logx + y + OQ), 


所 以 有 | 
3 5-YXlExó-Yy24 yi 


ner din d4« x m«X 
4 


pou M i 
4x x maž Yx«de«x m 
- X0) 4 
x 25 (ora +r +o($)) 
+ M EAC) DE i 
4xcdax d 


= (logz-- y) 5) P" y XG)log2 
tas. d«Y x d 


+ HORT ES 
B € Pu" d Tz :: 
利用 第 二 章 定 理 1, 我 们 有 
X(2) x(4) 
Dol e pcc Apc 


4 «y x ioy 


5 


.» 263 » 


= 3 40 +o(V/Sag9h， 


dgy x 
. se T d ax d 
~ 5 Xd) bgd +o( J2 log logs). 
E d x 
dex 


以 及 


« agelgr 


综合 以 上 结果 即 得 (26) 式 , 证 毕 . 

引 理 16 设 整 数 4 之 3, 这 及 8 是 相应 于 引 理 6 中 的 例外 特 
征 及 例外 零点 ， 则 对 于 任 给 的 正 数 5， 一 定 有 一 个 正常 数 e» UK 
E au. 


5 二 25 Se Sepi LO, 2. | (27) 
s« (QUY j 
#h =1— ř, 
a. — > id 
: PIE 
以 及 U 为 满足 条 件 
U m2, BlogqU «b (28) 


HER. 
证 在 第 三 章 引 理 5 cH FC = CG)LG. 2), r= CID af 
s = ğ, c m 2 — Ë, RIRA 
5 aan De om E Tw EB + w)LCB + w, g)xs"dw 


PE 2xi -- 


1 ~ i TE 
— " T(z " BDtG)LG, gat da, 
由 第 三 章 的 引 理 4, 7, 8 及 留 数 定理 知 ,上 式 最 后 一 个 积分 的 积分 
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路 线 可 从 OBE CH, HE 


* a nPe7"* = T(8)LO , Z) + OCUS. 


52-1 


由 于 部 是 实 特 征 , 所 以 
0 Ss a.m n, 
故 有 
D ambeng Y) ne K qU), 
n> y n> R 

利用 条 件 《28) 有 ; ; : 

b aan e mnis e b3 "bs (qU)"$ < es. 

n«(qU)? | agius " 
电 以 上 三 式 并 利用 TO + 8) == 订 (5) 可 得 
elm D + E)E CLC, 3) + O((40)7) ^ 


一 ELC, i) + OCU. 


"TEM eds mod 4*， 因 不是 实 的 非 主 特征 , 所 以 X* 是 实 原 
特征 , 且 q* 2 3. 由 引 理 4 知 
LQ, 和 之 LQ, an) I (1-3) 


pu* 
HN, MC TNR: UN 
A/ 4 log’q 7 V qU log? qU. e 
利用 条 件 (28) 式 , 从 以 上 二 式 可 知 必 存 在 一 正常 数 cr 使 (27) 式 
成 立 , 证 毕 . 
现在 ,我 们 来 证 明 本 节 的 主要 结果 . 


定理 1 若 引 理 6 中 的 例外 零点 8 存在 , 则 函数 [I LG. 


在 区 域 
fig Ef 
log4(jz + 2)! "5 $logaCirl +2)? | 
logal ls] +2) & cy, c (30) 
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中 除去 外 没有 其 它 零 点 ,其 中 一 1 一 区 
把 区 域 (30) RARR (3) 相 比 较 , 可 以 看 出 , 当 例 外 零点 存 
在 时 ， 若 不 计 例 外 零点 , 我 们 可 以 把 工 范 数 的 非 零 区 域 加 以 扩展 ， 
这 一 重要 现象 是 由 Janm 所 发 现 的 ,并 称 之 谓 Deuring-Heilbronn 
Phenomenon, 同样 相应 于 引 理 7 的 情形 ,我 们 有 
定理 2 若 引 理 7 中 的 例外 零点 B 存在 ， 则 函数 Ht II" 


v Lr, x) 在 区 域 | 
RN €20 Cat 
Tol T s OH 2 Fog ol -2* 
lg QCl:] +D en G1) 
中 除去 5 外 没有 其 它 零点 ,其 中 区 一 1 一 5 
定理 2 很 容易 从 定理 1 推出 ,我 们 先 来 证 明 这 一 点 。 显然, 引 
H 6,95[2 7 中 的 常数 Css ca 缩小 后 :3 引 殖 均 仍 成 立 ,所 以 可 假定 


1 
c S — es, 
“ ”2 


若 引 理 7 中 的 例外 零点 外 存在 , UEIS, X mod 8 是 相应 
的 例外 宽 及 例外 特征 。 任 取 了 x OQ. X, 为 任 一 模 9 的 特征 , 我们 
KABATI 24 的 所 有 图 数 LG, X), X mod ag. HF 
Bm1—.——É£——-zm1-—-———&8&-.——— 
TE +2) log gg i1] + 2). 
及 5 亦 是 工人 rz) 的 零点 ,其 中 XS, 是 模 ga 的 主 特征 .而 元 ;9。 
是 模 2g 的 特征 .所 以 由 引 理 6 知 # 亦 是 相应 于 模 do 的 例外 零点 ， 
故 由 定理 1 ANAR LG, XX) 在 区 域 
Cis Cige 
leg 24C|z| + 2 2 Blogga] + 20^ 
áloggqCie] 十 2) x es 
中 除 外 外 没有 其 它 零点 ， 由 于 
L(S,X XL) sm L(s,X,) Ir (1 zz e), 


"w.gzl-— 


所 以 ， 所 有 的 函数 LG, X), T ELERA P 外 没有 其 
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它 零 点 ,当然 ,它们 在 更 小 的 区 域 


六 
721-2 hor oK] zy 


$log OC |:| + 2)! S es 
AR BXNANZLASOÓRA. 由 于 这 里 的 gq <0 REKK MA, R 
们 只 要 在 区 域 (31) 中 取 | 


c E c =le 
20 185 21 2 153 


2 
定理 2 就 成 立 ， 
定理 1 的 证 明 设 引 理 6 中 的 例外 零点 区 存 在 ， 天 为 例外 特 
征 。 我 们 讨论 函数 
F(s,X) = LCs, XL + 6, XX), X 2e X*, 
.其 中 5 二 1 一 8.。 不 难 证 朋 FCs, X), X 92 X JEDE, HER 
是 [[ FG, 的 零点 ， 此 外 , 显然 可 知 ， n LG, X) 除外 的 


xax Xaex* 


全 部 零点 都 是 IT FG. 的 零点 , 同时 若 p 是 LG XY 的 零点 ， 


xA? 


则 p 一 5 是 F(s, %) 的 零点 , 所 以 在 函数 II FCs, xX) 的 非 零 区 


Xxx? 


域 往 右 平移 ô 后 所 成 的 区 域 中 函数 I! L(s, X) 除外 没有 其 它 
零点 。 这 样 ,如果 我 们 能 证 明 沙 数 [| Fe, X) 在 区 域 


xxx' 
—  ÀÀ c ——PÓ o ELI. MN 
aael 32). ^ FlogaC]e] + 2) 
] 8log gC]1] +2) S ea, (32) 
中 没有 零点 , 则 函数 D] Le Xx) 在 区 域 
En Ca A 
log g(] 2] 2^ 5 Blogg(|1] + 2) 
logal li| + 2) S en 
中 除外 外 亦 没有 堆 点 ， 显然 ， 由 (32) 式 所 确定 的 区 域 当 缩小 en 
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o0 l-— 


AITE E OTERA 
: M 22 


后 ;区域 变 小 ， 当 然 , 在 缩小 后 的 区 域 中 [I FG.) 仍然 没有 零 
点 ,因而 我 们 可 以 候 定 m 


€ 之 Rens 


这 样 一 来 , 函数 [T LG, D 就 在 区 域 


€ 33 CRE 
Ec QI cl a 
ólog 4(]2] + 2) S ea 
中 中 多 外 没有 其 它 堆 点。 所 以 只 要 取 | 
€18 = Cr 一 fn 
定理 1 就 成 六 。 
根据 以 上 的 讨论 ， 定 理 1 的 证 明 就 归结 为 要 证 明 函 数 [I 


xx x^ 
FCs, X) 在 区 域 (32) 中 没有 零点 。 而 这 等 价 于 要 证 明 下 面 的 事 
K: 设 45 为 任 一 正 数 , 460v pi t ird FGX),X0X , By 
零 挟 ,并 满足 5log 9U6 < b, 则 一 定 有 
6 log qUa D> cae sh (33) 
I AYER MEE 
ô= 1 —58, U,— lri 十 2， k= 8, log qU,, G4) 
我 们 不 难看 出 ,着 (33) 式 成 立 , 则 取 


1 € 
Cg 7 — cn 77 min b, 二) 
€25 < 


就 可 使 [| Fe D 在 区 域 G2)» 式 中 没有 零点 。 这 样 , 定理 1 就 


xax? 
变 为 要 证 明 (33) 式 成 立 . 

(33) 式 的 证 明 由 以 上 对 函数 FC, X) fi LG; X) 之 间 零 点 
关系 的 讨论 知 , 引 理 1, 引 理 2 及 估计 (14) 式 对 F(s,X) RRAZ, 
故 由 引 理 14 附注 2 知 , 对 于 函数 FC, X) 引 理 14 亦 成 立 . 

ix € 为 给 定 的 任意 小 的 正 数 ,满足 

0 LES cp, {35) 
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Mibi d 


de—ATxindgFGX).Xx, 898 5.54 RITUL 
定 


áo 1] — 80,96, (36) 
同时 我 们 不 难 证 了 明 Fs, 30,X 2e X*, EKR (3) 中 亦 没有 零点 . 
现在 我 们 对 FG.X), X 交加 ,来 应 用 引 理 14。 取 
1 


h= Y, 70 A 二 T (37) 
我 们 有 
78567; «rs ES». (38) 
再 在 引 理 14 rn B s = po 则 对 任意 请 足 条 件 
K 23, KÈ cecnr log qUs = Cecy (39) 
的 整数 天， 人 必 有 整数 kos 
l K Sk S 2K (40) 


使 得 


| 35 f 一 由 | > e, (1) 


其 中 $7 为 对 F GL) 的 所 有 非 显明 零点 及 任意 多 个 显明 零点 求 
和 ( 见 引 理 14 附注 2 及 1)， 这 里 cay cn 还 满足 条 件 ( 见 引 理 14)》 

cacl Zl, (42) 
同时 ,我 们 考虑 积分 


1 F' | 
Jue) = t |; Qu) E Coo + w, dw, XR (43) 


; 
由 于 如 之 3 以 及 
E (w, X) I (w, X) D. (w B, X) 


= NM P Rew>l, (44) 
fmi 5n 
这 里 l . ] 
j, - [90 + fü Disp, ner, 
” lo, ' HE. 
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故 〈《437 式 右边 可 以 逐 项 积分 ,并 利用 引 理 13 得 到 
o b, i 
u) = |È; nm Ran; 24, A) | 


<2? J L+ tmp) 287) logp 
A ako ep neci k pov 


< P. C3 Ako) Cetha) »3 1 十 f(p*)p-7i 


ea pn ee? Ako p" 
"Za mY ms 
Esente Jy HHEGDET, 
e Age oe eS AK. P 
由 于 
e opo ko p” 2&m&6 4k, e d Ko pti: 3 Ako p" 
mop 2 
-m=i . m 
«1 5 £47 xv do 5 
2405 AR, 4k; san, P > 
e? epg me 
Ach | 
"m . PE E 
AG «3e $5 LX í W pa QE 


e ÁXo pa eo Ako 
但 另 一 方面 ,我 们 可 以 把 (43) 式 右 边 积 分 的 线路 (2) se (— 
一 p) 这 就 得 到 


Ao) 一 f — p) 


d kof ep E o f t 0 
t3 ay 00 m Cat w, Daw, xx NOS 


其 中 2 表示 对 F(w， 3) f£ — — — & € Rew « 2 中 的 所 有 和 堆 
ARH. 由 引 理 3 可 得 


| | 


- 


* 270 * 


= p (- E + ily, + v), x) 
< 2e log qU, 十 log ql | il P 2)), 
出 此 推出 
1 F’ 
fe TR Pow) (po t w, Xw | 


不 一 1 


eA y) 


e^ Aho 
| < € 26 As 

最 后 一 步 用 到 了 条 件 
bIRKIOlggU, 4, 


s 


1 
logggU,«c (+) 
gg (an E 7 A 


我 们 只 要 到 e 适当 小 ,这 时 4 = L > 廿 就 是 够 大 ,从 45,09, 


(47) 式 及 (41) 式 就 可 得 到 
1 + Xp > -ae 《48) 
E 


eA Kog pe eo 
it L > Aen, 并 使 cL 加 为 大 于 3 的 整数 . 现 取 (39) 式 中 的 
K 为 
K = csLho, 
这 样 ， 
AK = cL log qU,, 
Ke A, S 2K , ikh (48) 式 得 到 
1+%(p)p n e 
(gU Y so p (aU Sra P io 
设 cw 为 一 适当 大 的 正 数 ,下 面 分 二 种 情形 来 讨论 . 
(QD 若 存在 某 一 个 素数 请 
(gU) « p « (gU) 
便 有 | 
1 一 p > ect 
BRAZ o WET HEHH 
eT c |] — (qU) 95 < beL log gU.. (50) 
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这 就 证 明了 (33) 式 . 
CQ) 若 上 面 的 情形 不 成 立 , 则 对 所 有 的 
(4U) E < p < (qU,)«- 
有 
1 p^ < ei, 
这 时 我 们 有 
1 + Z(p)p-* 
p 


(qU iE eot aU a 
Xpyz-1 


E e^ *29 o > 4 < Cae so 
(4U Y V pa gt Sat 


因为 这 里 cy 可 取得 足够 大 ,所 以 由 上 式 及 (49) 式 即 得 


E m erkal, (51) 
(2U Y'a peto aL P 
Np)=1 
在 3 引 理 16 hik U = U,, 4 Blog qU, < 6 Hr. tH (27) 式 得 
S 一 2 A cpb (1， i, (52) 
n&(gU)? i: 


这 里 


a, — > E(2) 20, a= f” EE (53) 


din 0, X(p) — —— 1 
E (51) 两 边 同 乘 以 S, 并 注意 到 (53) 式 , 我 们 有 


f 
e I uriblog < 2 LI > i 
25 ed sar P 
"«(qU.M (aUa KpE 
f Xp) =] 


“(B,D 


nagu Y T taU Tepe C aU aL P 
a 
ii 2 "—" (54) 
Up one qU 3,2 
z 上 式 最 后 一 步 是 用 到 了 ceb 之 Acan Z 4. 再 由 引 理 15 及 CelL 完 4 
可 得 
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人 re er o me e e oo o ama Teso mame l an a 。 DN 


(gU Ya aae auri Lt2 
4-0 73! 
U, 


由 此 及 G2. G 式 可 推 得 
Cyô™L 《1 5 X)e ua 


« (CL + 2)(logqU) LL, E) + o( 2. 


利用 (29) A (U 一 U) 可 知 , 对 充分 大 的 gs 我 们 有 
ICL + 2)LO , X) logqU, > Cy87L(1, Z)e wi, 


RJ 


: C 
Š log aU, > -—— —— À— M eun 
ST o DOC. 3*2) 


这 也 就 得 到 了 (33) 式 ， 对 于 有 界 的 q, 我 们 可 选取 引 理 6 中 的 常 
数 Cs 适当 小 ,而 使 其 不 可 能 有 例外 零点 8 存在， 
至 此 定理 1 全 部 证 毕 , 


§ 4， 工 函数 在 直线 7 — 工 附 近 的 零点 密度 估计 


在 第 四 章 中 ， 我 们 得 到 了 下 面 两 种 形式 的 工 函数 零点 密度 估 
计 
N(a, T, q) K (qT) 9-A logP4T, (55) 
P3 N*(a, T, q) « (Q?T)^CX-?log54T, (56) 
40 , ; 


在 那里 我 们 奢求 的 是 得 到 尽 可 能 小 的 (o) 及 Ala), MARRI 
HR Bi, B; 是 不 重要 的 。 大 家 知道 , 工 函数 在 直线 a = 二 1 附近 的 
零点 是 很 稀少 的 ， 但 从 (55)，(56) 式 我 们 对 < 接近 于 1 的 情形 ， 
却 只 能 得 到 很 坏 的 估计 ， 因 为 它 总 是 会 有 一 个 很 大 的 对 数 方 次 ， 
sum 首先 在 某 些 条 件 下 证 明了 下 述 形式 的 估计 
N(a, T,9) S Ca T), - (57) 
ETT 


这 里 常数 Cale 41(e) 要 取 较 大 的 值 ,而 这 种 损失 所 换 来 的 好 处 是 
去 掉 了 对 数 因子 log”9T。 显然 , 这 种 形式 的 估计 , 当 。 比 1 小 得 
多 时 ,没有 估计 (55) 式 好 ， 但 当 «十 分 接近 于 1 时 ,由 (57) 式 所 
得 到 的 估计 就 比 《55) 式 要 好 ， 而 这 一 点 在 某 些 数论 问题 中 是 有 
用 的 . 许多 数学 工作 者 对 形 如 G7) 的 估计 作 了 进一步 研究 . 
Gallagher 首先 讨论 了 相应 于 (6) 式 的 这 种 类 型 的 估计 

P N*(a, T, q) < C«(Q!TYw 7n, (58) 


4«D 


RU. M. Jutla9? 不 用 Torán 方法 给 出 了 估计 《58) 式 的 一 个 新 
证 明 ,并 且 能 定 出 很 好 的 常数 Cs。Cx。 本 池 的 目的 是 利用 Turán 
方法 来 证 明 下 面 的 定理 : 


定理 3 HL «as 1, T >2, 我 们 有 
D, N Ca, T, q) & CsT (59) 
4«T 


为 了 证 明定 理 3. 先 来 证 明 一 个 引 理 ， 
5|[2 17 — EET g 291, X mod a, 以 及 


so) Sr die S AER. Sd, G 


Rc pac» p 
则 在 引 理 14 的 符号 和 条 件 下 ( 当 X 一 加 时 取 lol 2 22. 我们 有 
V |SCy; paia zx log?r, (61) 


Hp r= et, | 
证 RMA SCy) 表示 SCy; x; tos X)。 对 引 理 14 中 的 Eo: 我 
们 来 芳 虑 积分 


Io) = E f 1w) T Qr so Ddw, GD 
由 于 总 3, 上 式 可 以 逐 项 积分 ,并 利用 《9) 式 得 到 
hG)-— E EA R Cn 24, A) 
e ÁEoznaze? ika 5n? 


m4. | 


| (00 X(p)legp p p Na: 
= 一 * - R (p; 24, 4) +0 (- 3 
e dto epe c3 Ako p 


=- 5 人 HoP p, (p; 24, 4)*0 (^) 


acras 


x* Aky 
一 一 RS 24, A)485(y) + o(a") 
dko 


- f so) 二 ——— y Fw 24, 4)dy 十 ofe ' j 
由 此 及 (10) d 
E x$ 4k, 
Gef OD ay oc7 o. (63) 
另 一 方面 ,我 们 可 把 (62) 式 右 边 积分 移 至 (一 372) ,得 到 
IG) 一 Ce — s) — Ed (— in) | 
1 L’ 
A fo OE Grave. (64) 
其 中 > 为 对 LG, X) 位 于 -4< Rew L1 中 的 零点 求 和 ， 
ES X 9 加 时 才 等 于 1， 其 它 情 形 E 一 0。 dS*uE-IH, 
| za] 之 2， HA 


IP E (65) 


由 引 理 3 可 得 | 
IE (- 5 ie 十 my x) 一 |-(- i ilv +r), x)| 
S eleg C] eo] + le! +2). 
FH JEBU S 


1 L' 
RE | us Qo) Ew + s, Ydw | 


Zt 


< Cue 7? Ako A-ko log qC lel + 2) 
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&o—1 i - é 
«2 Cy (+) e7G 47b, (66) 


只 要 引 理 14 中 的 Ca 取得 适当 小 , 这 时 4 就 足够 大 ， 这 样 我 们 从 
(64), (65), (66) 式 及 引 理 14 的 (13) 式 (并 参看 附注 1) 立即 推 
得 

HG] z eH, (67) 
河 样 由 于 4 可 取得 足够 大 ,从 〔〈63) 式 得 到 


n seo E dy 2 P o < 一 euK 
x y 2€n 


由 于 + 一 ce 人 及 K 之 3， me 


A? 
ea m —  (log!x)e- 772 oK 
2ecn e 


z (log i2 Dd = (log’x)x ir, 
由 以 上 二 式 即 得 
[ xn dy m x-*«'log^r, (68) 
对 上 式 利用 Schwarz 不 等 式 就 得 到 《61) 式 ,证 毕 ， 
定理 3 的 证 明 由 第 四 章 定理 2 知 ， 我 们 只 要 对 充分 小 的 
1 一 “来 证明 (39) 式 ,同时 ,由 于 D NC T, D o GERE, 


fu24 1—m«(logT)" 时 ， G9) 式 右 端 为 一 常数 ， 所 以 我 们 只 要 
对 


a (69) 
log T i 


来 证 明 GNA, 这 里 Ca 可 取得 足够 大 ,而 Ca 可 取得 充分 小 。 定 
理 的 证 明和 第 四 章 定理 1, 2 的 证 明 方 法 差不多 ， 这 里 需要 用 到 
大 筛 靶 一 一 第 二 章 定 理 13，JJaHHHK 密度 引 理 一 一 引 理 10， 以 及 
Turán 方法 一 一 引 理 17. 

34g 二 1 时 , N*Co, T, 1) Æ CO 的 零点 数 上 日 , (0C) 在 区 
域 0 SoS 1, l S2 内 仅 有 有 限 个 零点 ， 所 以 这 一 区 域 可 以 不 
落 虑 ,这 样 , 引 理 17 中 对 ja| 的 限制 条 件 可 满足 。 
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利用 第 四 章 定理 1 中 的 分 块 方法 ,把 定形 o o 1. IST 

{r= j, 2s || 和 了 工 即 为 二 个 矩形 ) 分 为 边 长 为 1 一 a 的 . 

小 正方 形 R; QG45 8012] 二 了 时 ,可 为 高 不 超过 1 一 a 的 小 矩形 )， 

. JEEL HR RE a 一 1 上 的 一 边 ， 设 M(Ri, X) 79 LG, X) ER, 
中 零点 个 数 , 由 引 理 10 知 , 当 模 g T NU 

M(R;, X) «€ (1 — æ)logT, (70)- ` 

此 外 ,我 们 还 有 


N(a, T, X) « 9 MCR; X) + Eo (71) 
j 


其 中 | 
1, X-—2x, 
n=l 
0, Xe X. 
it LCs, X) 在 其 中 至 少 有 一 个 零点 的 小 正方 形 (或 小 种 形 "的 个 数 
总 共 为 G(X)， 我们 记 为 
R 


R, ‘waysR 
” deo. 


这 样 ,就 有 | 
N(a, T, X) « GOO — a)log T + E, (72) 
现在 引 理 17, ZRBDSISE 14 HR r = 2(1 一 o) 《注意 条 件 (695), 
 BURHE-— aml kinel, (g m 1,2, COO) 都 有 (61 式 成 
M. BREL > max, 3c), HE Lrlog T 为 大 于 3 的 整数 ( 注 
意 条 件 (69) R, LM r 是 无 关 的 ) ,我 们 取 引 理 17 中 的 KK 为 
K = Lrlog T. 

这 样 一 来 ,就 有 

r= eix = cL log? 2 ZI. (73) 
把 (61) 式 二 边 对 在 线段 1，(g m 1,2, 7600) 上 积分 并 术 


加 ,我 们 有 


GD .SC PATE Y 
a $5 T, žo» 
25 f (V y ders 


$£-1 ix,g 


x "GX — olog D e^» *G(X)(1 — o)log?T 
+ 277 " 


= TnaG — e)eog'T. 
由 此 及 (72) 式 可 得 
N(a, T, X) « E + T” -aog T 


«f pst), 


进而 就 有 
> 2 No T, X) &«L-- ~ Tr log -T 


«f » > | ases Xalos 1) 12ds) d ay. " 


在 第 二 章 定理 13 中 取 0 一 T, 由 于 这 里 > Ts, 所 以 SCyixsm， 
x) AARNE OE SIDA HR 
3 oT ZD" MICAT 


ggr? 


Z , 
« > ， CT! + p) EP « lg/T, (xsysx$. 


PY 
由 此 推出 
> 1 |SCys x55, X) dt, & logT, (x y s x5), 


4«T X 
M EXE (74) 式 即 得 (59) w. IEE, : 
| 本 章 内 容 除 已 引 的 文献 外 ， 还 S "88 [921, [105], [64], 
[30]. 
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第 十 一 章 Goldbach 数 (一 ) 


我 们 把 能 够 表 为 二 个 奇 素 数 之 和 的 偶数 称 为 Goldbach 数 , 而 
把 不 能 够 表 为 二 个 背 素 数 之 和 的 偶数 称 为 非 Goldbach 数 ,我 们 把 
所 有 不 超过 r 的 非 Goldbach 数 所 组 成 的 集合 及 其 个 数 均 用 EQ), 
来 表示 ，E(x) 亦 称 为 Goldbach 数 的 例外 集合 。 这 样 , 关于 偶数 
的 Goldbach 猜想 就 是 要 证 明 : 4 x 22 4 RUE | 

E(x) v» 2, 

本 章 的 主要 目的 是 证 明 Montgomery 和 Vaughan?) 所 得 到 的 
目前 关于 EGO 的 最 好 估计 CS 2 定理 3)， | 
| | E(x) « x75, 
这 里 A 为 一 可 计算 的 绝对 正常 数 .。 最 近 ， 在 文 [21] 中 定 出 了 
和 A >0.01， 在 证 明 这 一 结果 之 前 , 我 们 将 先 顺 便 证 明 较 弦 的 结果 
($ 1 定理 2): 对 任 给 正 数 4, 有 


x 
E bd K are E 
e) log 4x 


F, Ramachandra" Eik RRR E) 4 y 2 NETRIRS RETE: > 
我 们 将 在 $ 3 证 明 这 一 结果 (定理 5). 

显然 ,这 些 结果 相对 于 解决 天 于 偶数 的 Goldbach 猜想 来 说 是 
微不足道 的 ， 用 这 样 的 方法 看 来 也 是 没有 希望 解决 这 一 猜想 的 . 
但 是 ,我 们 从 利用 了 这 么 多 的 工具 和 十 分 深刻 的 性 质 仅 能 对 它 得 
到 这 么 弦 的 结果 这 一 点 可 以 看 出 ,要 最 终 解 决 Goldbach 猜想 是 存 
在 着 多 么 巨大 的 困难 . 


$1. E(x) 的 初步 估计 


设 x 为 充分 大 的 正 数 ,以 Dla, x) 表示 方程 
a * 2794 


n= pt pr 2px, 2-pr 
WRR. B M n1 an> 2+ 时 ,人 恒 有 


D(n, x) = 0, 
同时 ,着 
D(n,x) 0, 
则 ”= 一 定 是 Goldbach 3X. 
SCcs x) 一 ,24, (0, 
则 显然 有 


D(n,x)7— | S'(a, x)e( —an)da, 


现在 来 应 用 圆 法 . 设 0 一 log'*,， t x07. A229 为 待定 正 
常数 .显然 ; 当 x 充分 大 时 ,第 六 章 $ 1 条 件 (8? 满 足 , 所 以 对 所 取 
的 2 及 ,我 们 可 以 确定 基本 区 闻 Ei 及 余 区 间 EX( 见 第 六 章 81 式 
(9) 及 (10)》。 若 设 


æ, x), EE El, 
Sissi) A E E 
及 ` 
l S(a, x), e € E; 
CR x) an b a€ E, 
我 们 就 有 


DG, x) = (1 a, #)e(—on)da = Dis 9) + Ds =), 
其 中 * 


Dita; aye |. Sa, x)e(— ando 


€ us Si(a, a 


- 
T 


1) 容易 证 明 Din, x) 及 DiCo, x) 都 是 实数 ， 
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Do, =)= 上 T CRY INTE 


一 人 Sa, x)e( —an)da, 
由 熟知 的 Parseval 等 式 就 得 到 


3 pies Dp C asc Dnm | (So, 14, 


3 iG. OF VT SKos 2) lea = |. ds Dn. C1) 


如 果 能 够 证 明 
[Di(n, x)| > D:n, x)|, (2) 
那 末 就 一 定 有 
D(n, x) 0, 
因而 = 就 一 定 是 Goldbach 数 。 至 今 , 对 于 一 个 固定 的 偶数 ”我 们 
并 不 能 证 明 《2) 式 成 立 。 但 是 ,利用 Busorpanos 证 明 三 素数 定理 
的 思想 及 关系 式 《1)， 我 们 可 以 证 明 : 几乎 对 于 所 有 不 超过 x 的 
偶数 sa、 都 有 《2) 式 成 立 。 以 上 就 是 利用 圆 法 来 研究 关于 侦 数 的 
Goldbach 猜想 的 基本 思想 。 本 市 将 要 证 明 耶 面 的 定理 


定理 1 对 于 任意 给 定 的 正 数 4, 区 间 (六 ,x| 中 的 偶数 除 
了 可 能 有 


x 


« 
log *x 


个 例外 值 外 , 恒 有 
[Dias x)| > |2i(5, x)| 
RIL. 


若 以 EG) 表示 区 间 (4. «| 中 的 非 Goldbach 数 的 个 数 , 则 
由 定理 1 立即 推出 | 


x 


log 4x 
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设 正 整数 天 满足 2 xi 2€, 则 有 


K 
ii «ri b Ei (m «s 
R-1 
m1 -一 一 一 < 一 一 
k=l 2*- log < (- zn) log Axr™ 


这 样 ,由 定理 工 就 可 推 得 本 节 的 主要 结果 . 
定理 2 ”对 于 任 给 的 正 数 4. 


E(x)« 一 一 m Tar 


下 面 我 们 分 若 于 引 理 来 证 明定 理 1, 首先 估计 余 区 间 上 的 积 
分 Di(n, x). 
引 理 1 ix MO 
(Dir, x)] > xQ-i 
的 整数 = 的 个 数 , 则 
M « x07 logsx， 
证 岂 第 六 章 引 理 1 及 第 五 章 定理 1? 知 , 当 «€ E, hu 
S(a, x) « x Q^ log? x 
由 此 及 (1) 式 得 


bp (Dn x) x | |SCe, x) |da 


« x! Q7llog^x f. |SCa, x) |'da.« x'Q^logz, 
因而 有 
MzQ^* « x'Q7!logiz, 
这 就 证 明了 我 们 的 引 理 。 
正面 我 们 来 处 理 基 本 区 间 上 的 积分 Dln, *). 
引 理 2 我 们 有 


1) 这 里 也 可 以 用 第 王 章 的 (和) 或 (63) 式 , 但 此 时 8 及 对 数 的 方 次 数 血 作 相 应 的 
改变 . 
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EUa) eip 
2i e) go 


其 中 C,(— 2) 为 Ramanujan 和 (第 一 章 《18 ))， 
证 ”出 第 一 章 引 理 2 可 得 


I i OT 
» X. Ca 2] D AAD asa) 


二 d (a) LL N^ a2) au), 
24 2 pq) 2; e» p» , PO) 
| ld) m 
4. bld} ICON 
出 此 及 熟知 的 不 等 式 ( 见 143, 定理 328]) 
3G « logiog 5, (3) 
就 证 明了 引 理 ， | : 
引 理 3 itda) 为 除数 函数 ,我 们 有 


« log log z, 


2 


HG A 
2i $(q) CE 0) 


证 ”由 第 一 章 引 理 2 E COD 式 得 


« d(2)Q^! Cloglog OF loglog 2. 


(4) em la) " 
2i 中 (9) SUM 42» (q) $n. 9) 
-y ud) pv) 


l 


E pld) Sg. d) 
(v, n/d) 


« (1 1 1 | (4) RS 
Qoglog OF 21 y Dui 


-1( log lo 2 ra)d 
« Q^'Cloglog Q) 2. SY 


« Q"'Cloglog QXYXloglog 25)2^/", 
RE n(o) 为 = 的 不 同 的 素 因子 的 个 数 ， 由 于 2re < OE. 
就 证 明了 引 理 ， 
引 理 4 级 数 
* 283» 


» HQ) E 
e - X p 02 


绝对 收敛 , 且 有 
S,(n 
nE Fo HG- (p — 3» SN 


pia 


证 由 引 理 2 或 3 均 可 推出 级 数 8,0) 为 绝对 收 伍 ,因而 有 


Sn) 一 JI (1 十 C) 


Tec IL ss 


.pin 


这 就 证 有 明了 (4) X. meos 步 用 到 也 第 一 章 引 理 2) 


—15 plns 
c-0-l[ E 
H CO 容易 推 得 : 32 为 冰 数 时 
| &(») = 0; (5) 
Hn 为 偶数 时 ， 由 于 l i 
| TÍ 1-4 
a> G- Go) II p 
所 以 
eo 
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把 6,01) 和 第 七 章 UN 式 所 定义 的 <(z) 相 比较 ， 容 易 看 出 , Ñ 
4 为 偶数 时 有 | 
| S5) = 2e(2). (7) 


5|: 5 LISRSILIT 我 们 有 
B4) ce 
Di(n, x) k A) 
O(log 2 log r)? 
log x (8) 


ox iai dM GC MM dE 
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log?n 


了 时 ,由 第 六 章 引 理 3 知 


Sa, x - D > elam) pe TET 


XH a- i + z€ Ilg, 下 CE， 所 以 


Din, x) = 5 x h ; x)e(—an)da 
ID k= qr 
x ai) —- 
»» a )) 


pe D P3 «Gy e( —2n)dz, 


mz? logm 


利用 第 六 章 (29), (30), GD 式 及 8 一 loge, c 一 «07, RM 
有 
WE por 


mz; logm 42 loglx] 


< 二 -| min (2L ue 
log’x -+ log[x] ]zilog[x] 


ox £ d 
(| dz 十 5 z ) 
? logx 1 zlogx 


x x loglog x 
log Q «& ——— —, 
log?x £9 log?x 


向 以上 二 式 及 引 理 2NA 
i (q) s 
Dk, = (BY 0-9) 


x A (> eG y e( —z2n)dz 


e 
log?x 


« 


mzz legix] 
dn = log log 22 
. ”log 六 


利用 第 六 章 估计 (29) RA 
"3335， 


f (> e(zm)) e( —an)dz & t, 


E bx «Gm)) e(—2n)dz « r, 
由 以 上 三 式 , 引 理 2 3ERIHI 1 22 9 iN 
Ds. D= (3 ARB C70) 


^ li b eCzm)) e( —2n)dz 


y 一 要 m-a log [x] 
+0 (za (log log zy) 
logx d 


HT cres, 我 们 有 


| (> eCzm)) e(—zn)de = * Je iei Bob: 


nom m. 
2«m,, 7T.«[x1—-1 


从 以 上 二 式 及 引 理 2 即 得 4《8) 式 , 引 [ 理 证 毕 ， 
定理 1 的 证 明 取 2 一 34 十 9， Q= log?x, r= xlog ^x, 
由 引 理 5, 引 理 3 推 得 


D,(n, x) = €») Tm T0 (= d(n)Q (log log X) 
m (Eee log r 3) 


log?x 
由 第 三 章 引 理 2 AI 
2" d(n) « xlogz. 


fex 


所 以 在 地 tnm rp 


d(n) > Qlog^!x 
的 ”的 个 数 
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« xQlog?z, 
因此 , Æ T. <n < r HRE 207 log'a 个 例外 值 > 外 :总 有 
(z (log gr), 


log?x 


Dila, x) = S») L +0 
]og 


由 上 式 , 引 理 1 及 (6) 式 知 , 对 充分 大 的 x, 当 2 为 偶数 ， > <n 


« x 时 (注意 这 里 1 > 9), 除了 
« xQ-^'^?log!r = rlog^^*r 007 
个 例外 信 # 外 ,一 定 有 
PACF x) > PACT z)|， 
这 就 证 明了 定理 1. 
从 以 上 圆 法 所 得 到 的 结果 ,人 们 猜测 ,如 果 关 于 偶数 的 Gold- 
bach 猜想 正确 的 话 ,应 该 有 | 


D(a) ~ S») n (9) 
RE n HBR Da) 为 + 表 为 二 个 青 素 数 之 和 的 表 法 的 个 数 . 


E $2. E(x) 的 进一步 估计 "s 


本 节 将 得 到 比 定理 2 更 强 的 估计 ,我 们 要 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 3 存在 一 个 可 计算 的 绝对 正常 数 A, 使 得 
E(x) « x^^, 


定理 3 的 证 明 方 法 在 原 列 上 和 定理 2 是 一 样 的 ， 我 们 可 以 看 
出 ,如 果 $1 中 的 所 有 结论 , 当 把 口才 大 到 x^ (2 二 1 为 一 正 数 ) 时 
仍然 正确 , 那 末 我 们 就 立即 得 到 了 定理 3。 而 $1 中 的 所 有 结论 除 
引 理 5 外 ,都 显然 和 8 的 阶 无 关 ， 所 以 把 8 放大 到 x? 时 仍 是 正确 
的 .但 在 引 理 5 中 ， 我们 应 用 了 Siegel-Walfisz 定理 《因为 应 用 了 
第 六 章 引 理 3), 而 8 放大 到 x" 时, 就 不 能 如 此 简单 地 应 用 Siegel- 
Walfisz 定理 ,因此 也 就 推 不 出 引 理 5 来 ， 这 时 需要 作 十 分 细致 的 
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考虑 ,情况 变 得 极为 复杂 。 同 时 为 了 使 得 常数 可 以 计算 ,还 一 定 要 
避 开 Siegd-Walfisa 定理 ,而 用 Page 定理 来 代替 它 。 . 

放大 全 就 是 放大 基本 区 闻 , 在 圆 法 中 ,基本 区 间 的 放大 就 会 带 
来 许多 新 的 困难 。 而 这 些 困难 的 克服 , 在 本 质 上 依赖 于 对 LP A 
零点 性 质 的 进一步 研究 。 现 在 要 把 8 放大 到 an. 就 需要 第 十 章 所 
证 明 的 有 关 工 函数 零点 的 那些 十 分 深刻 的 性 质 . 


Wb x 为 充分 大 的 正 数 ，D 一 mr 一 rz9-5 q< " 为 一 待定 
正常 数 。 ATEFA LAR att. 代替 $1 中 的 SCa， zr). 我 
们 考虑 


kfa) = $(a; x, 0) = bi log pe(op). (10) 
i nET T | 
HEARE DO, D. 要 考虑 。 | 
D(») = D(n;x,Q)— 24 log fı log f2. 
PRSE 
显然 有 
Bn) = | CCo) «Conde, 
及 
D(s)-0, Xins«20,ÀLn- 2x. 
EXE | 


D(n) > 0, 
则 = 一 定 是 Goldbach 数 ， 
现 来 应 用 品 法 .对 所 取 的 8 及 rt, 当 x 充分 大 时 第 六 章 $1 条 
件 《8)》 满足 ， 我 们 以 Ei 及 E, 分 别 表 示 由 所 取 的 8 及 7 所 确定 的 
基本 区 上 闻 及 余 区 间 ( 见 第 六 章 $ 1(9) 及 《10))、 同样 Er 


SCa), € Ejs 
mes p i " 


(a), «€ E 
D 


$a) o€E 
- His 


WA 
(n) 十 Dn) + 


lr 


1 一 


Dln) = È GG)Y«C-na)ds = D 


其 中 à; 
Bin) 一 | GC onda, 


n |m 


b) - |, 
由 parscval 等 式 即 得 
o BAWB Sm) Sta a 
和 $ 1 中 的 论证 完全 一 样 ,由 下 面 的 定理 立即 可 推出 定理 3. 
定理 4 存在 一 个 可 计算 的 绝对 正常 数 A 使 得 区 闻 (r 过 | 


($1(a)'e(—an)do, 


中 的 偶数 #4, 除了 可 能 有 
« xâ 


APA MEAS, EA 
IDa) > 12:1. 
下 面 我 们 就 来 证 明定 理 4， 为 此 要 分 别 讨论 Dis) 及 DG 
首先 ,和 引 理 1 相同 ,对 余 区 间 上 的 积分 DO) RITE 


31386 设 M 为 使 
[Do > «97? 


的 整数 # 的 个 数 , 则 
M « x Q7 *log"x, 

证 ”由 第 六 章 引 理 1 RASA (44)? 4D, H ce ;时 有 
$(a) « xQ-7*log"r. 


由 此 及 -(11) 式 得 


1) 这 里 也 可 以 利用 第 走 章 的 { 红 ) 二 ,但 这 时 如 及 对 数 的 方 次 都 需 作 相应 的 政变 . 
f + 289e% 


3 LAOIS | 1S(o) | tda « x*Q^! log ?*x 


x f |3Ca) de «& 1'0 logs, 
因而 有 
Mx'Q- 35 K xiQ7log?r, 
这 就 证 明了 引 理 . 
估计 基本 区 间 上 的 积分 Di(n) 是 极其 复杂 的 . 我 们 将 分 (A)， 
(Q0, (O, CD) 四 部 分 来 讨论 它 。 以 下 恒 假定 A. ns 
(A) 万 (nm) 的 分 解 式 
设 Xmodg, 4 S: Q> 
§(0, X) = M, X(plogpe(r0). (12) 
Qapar 
由 第 二 章 C16) iru 
«(43- 
q "o )* 
Bee Oc HER up 1, 所 以 
人) 一 
q E ) 
(4,4) 71, d DURER (13) 
Rac Ia, h)CE: 
一 人 十 9 《8 9) 一 1， 4 «0, lal « 
Ej C10), C12», (13) & C14) M api 
S(a) 一 P3 log peto m ^22 XCEp)r CX) 


(5, q) 一 1 


(4) 


“j= 
LJ 


RTN > Mss ix (15) 


对 于 这 上 儿 所 取 的 Q. 我 们 以 了 二 9， gmd, K Ë RETR 
第 十 章 引 理 7 中 可 能 存在 的 例外 模 , 例外 原 特 征 及 例外 零 扎 . 再 
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T(6) 一 D, e(m8), (16) 
Ocmesx 
T(9)— V. pgrle(m6)， (7) 
pcm x 
并 令 | 
$(8, x5) = T(0) + WCO, X3)» | 
ie XX) 一 T(0) + W(8, XX), "ALPE (18) 
$(0, X,) = W(0, X,), X, = X2, 及 当 4 |4 时 Xs X. 


这 样 当 we E; 时 ,由 《15), 《18) 式 得 到 
TUN OC rQOX)»OO) (ey c 
Sla) er aA eA T() 


7051 2 之 XCA CTW (8, X), 《19) 


其 中 

1, glg» 
d lo. gta. 

所 以 我 们 就 有 
矿区) 2; S | 

" ^ (| hn t (q) 
rice o 

"M. 2 XC) Wo, x) | =-( 一 "6)48 


Cerro) 


T 


KEO —na)da 


" 

A3 
Bd is 
aa $a 


[o OP 
x (renun o) «c PT 


” 221* 


= Y b», | (20) 


i-1 


其 中 


(9) M 2 M 
ZO En c 2f , TK8)«C-08)40, (21) 


Dan) = D 2 > r(06. 2) 


xf 1 T(60)W (6, X)e( —n8)40, (22) . 
Dy(n) = 2; "T y 之 z(X)r(X )Gzo(—2) 
E W(8,X)W(80,X)e(—n0)40. (23) 


Dula) = 2 ) 69 noso F, (f(8)*«(—20)40. (24) 


S LLI a, C me O8) 


unt ) 
x 人 T(8)T (6)e(—n8)40, (25) 
D, (n) —2 » 之 ; Com) 
LE 
dla 
x I5 T(0)W(0, X)((—16)40, (26) 


这 里 Cln), Gx( 一 4) 等 的 定义 见 第 二 章 (1) BG C18) 式 ， 这 就 
是 Di) 的 分 解 式 ， 我 们 将 证 明 Dii) 及 Duo) 是 它 的 主要 
项 。 这 就 表明 了 $(9,X), 当 例 外 原 特 征 不 存在 时 ,除了 X m X PN 
都 是 比较 小 的 ; 当 例 外 原 特 征 存 在 时 , 则 除了 XX 二 X* 及 当 gla 时 ， 

X 一 XX 这 二 种 情形 外 ， 亦 都 是 比较 小 的 ， 这 种 复杂 性 是 由 于 把 
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2 放大 到 了 x RI etede DUM A 和 所 引起 的 . 
(B) Dn) 的 估计 - 
首先 我 们 来 证 明 一 个 引 青 


8138 7. 当 - «ns xb ARD 


jh T(8)e( —n8)48 = n + Olr), (27) 
(5, CFC)eC 2649 = Fn) + 0C), (28) 
这 里 | | 
Naje F (w(n—m)^, (29) 
Qcman-Q f 
以 及 
全 TC *GD« C260 = Yn) + O), GO) 
这 里 
Jón)- br mõ, (31) 
Qzmen-Q 


证 ”由 第 六 章 (29) 式 不 难得 到 : 34 20H, 
1 m 1 
T(8) « 16 及 T(0)« 195 
故而 有 


Ix |T(8) [^40 «v 及 E | T(8)|20 « r. 


i 
T 


此 外 我 们 有 
j T(0).(—28)00 = M 1, 


Qcman-Oo 


| 


_, (FC0))e(—n0)20 = (0), - 
fi, 7C)FC0)e = Ka), 
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parc 


综合 以 上 结果 就 证 明了 3 引 理 . 
在 估计 Du(x) 之 前 ,我 们 先 指 出 下 面 的 一 个 事实 : 设 ? 委 9， 
Ke X2, 则 一 定 有 
SCO, X) = S(O, X*), (32) 
及 
W(80, X) = W(8, x*), (33) 
这 是 由 于 求 和 范围 0 <p <r 所 决定 的 ， 因 当 20 ho B. 
(p, 9) — 1. 
(1) D, (n), D, (n), Db, Co) 的 估计 
利用 (33) 5X. HB. (22) A48 


DI 9 Y vo HOD e, )G,., (一 由 


4«0 X, TEO $94) 


3M T(8)W (0, X,)e( —26)29. 

由 于 

WEOE 
利用 Schwarz 不 等 式 有 

i , T(0)W (O, Xa)e(—n0)d0| < wo). 

其 中 | 

~、 /+ i 

wo = (P, meo, xoree) . G4) 
这 样 就 得 到 了 
| 站 (zz < 22i zi > W (Xa) 


de jm Y O33). C0) 


| 


W, | G5) 


«64x! 
iir 
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其 中 | 
W-Ss yw, (36) 


4«Q X, 
(35) 式 的 最 后 一 步 用 到 了 第 一 章 引 理 7?( 取 7 9 2, 0 — 1). 
完全 网 样 的 方法 可 以 得 到 


jD,, (m| s3 


$6) V (37) 


[DCn))] « 64x! w, (38) 


(2) Dr(a) 的 估计 
由 (21) 及 (27) 知 
Dia) = 3 b Cn)” + ofr)). 
l EH S| 8E 2, 3| 3E 3, 3ps 4, T =a r£)" 及 对 任 Rae 有 d(n) 
K x", 从 上 式 就 得 到 


ln) 


Dy Cn) = En) + Oto), (39) 


(3) D, (n) 的 估计 
E (25), (30) 并 利用 JO) < * 可 得 


bu) c2 » G, Cor OM QG) + o0) 


Wa) si sc gi 0x 
«x PC. 5 Gag xosp| 
c EG) gc. — (eM 
«21525 [eei 7 0089]. 


: &la 
在 第 一 章 引 理 7 中 取 m d, ro 1， 由 其 中 (51) 及 《52) ABI 
得 


b.) « ADP Ly Ly (40) 
(4) D, (n) 的 估计 
H (24) 及 (28) 式 得 到 
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DRE 5 
HEEL o: 
TR t 


b.) = D S eoo) + O). AD 
mE yes 
令 q 一 就, 利用 第 一 章 引 理 3 及 CC n) 对 9? BUSTA E 
ELD AR) e O09) ERD AT c Cos) 
t 4C; (C702) ga p) met 

C0 46392 puo TAE Coe), 02) 

最 后 一 步 用 到 第 一 章 引 理 6 ,及 对 于 实 特征 xX 有 
(X) = X( —1)r(X), 

由 上 式 , 引 理 3 及 第 一 章 引 理 2 我 们 有 


Cu ccn) 2 yo y 
2; e (4) bits )| 
dla 
CE NE Cu g(kR)C,AC— 2) 
$3) (C i k^ O/T $e) 
(X, 3)71 
"A ME È ER EN jr -1 g 
«is ris) Ct) 
x d(n) £ (loglog £f» X (n, g) 0, (43) 


Hp e MESE 同样 由 (42) Ro 引 理 2 ,及 第 一 章 引 
” 理 2 可 得 
Eta yif 
xj Ca) Es | 


gia 


Cos e uc 2)| eus, (44 
-— ice] P T (44) 
(k. gl 


APH QD. 03), 60 式 及 PG) < «i 
Di (2) 一 名 (Fo) + 0(0, 3907, —— (45) 


其 中 
S,(") = > 7 eS), (46) 
FIE 
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m————— ———— Á—€—————— X D nin ee n ei d 


RA 35), (37), G3), (39), (40) 及 (45) 各 式 ,最 后 得 到 - 
Do)1 > Ca) — EI) — 128 s (si + W3) 


+ O(xtto7)--0 (元 一 eX) FTE =) | 


+ O((5, 3): ** Q7), o (47) 
其 中 日 为 任意 小 的 正 数 。 这 样 , 对 DIO 的 讨论 就 归结 为 : 估计 
WV 以 及 当 例外 原 特征 存在 时 需要 进一步 处 理 8,00), IO) 和 因此 
而 出 现 的 余 项 。 . 
(C) W 的 估计 
 4üiF W CDL (360) 是 证 明定 理 4， 亦 即 定理 3 的 关键 所 在 。 
实现 这 一 咎 计 的 基础 是 第 十 章 中 所 证 明 的 有 关 工 冰 数 的 二 个 十 分 


”深刻 的 性 质 , 即 定理 2 和 定理 3, 


引 理 7 O = ar, oc, < 让 ,是 第 十 章 引 理 7 中 的 例 
外 零点 ,我 们 有 
Wo Laid b S b GE 六 + O(x* Q7! log x). (48) 
Ir «o 


4«0 Xg 
RE p= + iy H LC, a) DFA D SOM E 外 的 所 有 非 
显明 零点 求 和 . i 
ik 对 WOxKd4m 90) 应 用 第 二 章 引 理 2, 并 注意 到 (18)， 
C12), C16) R OD ARITE 


W(X,) s = Ul, a) ; (49) 


a 


其 中 


b» log p 一 by l, Xs Xi, 
r2 ETT 

Xap) log p + n 
KpAKA 本 j (50) 


gld, Xa = XSX, 
^» Xalp)logp， 其 它 ， 


K<P<K+4 


SOP Xalp)log?p = 


KP KEk 
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HEILK, BARNA 


«sz z Og 


X, Cp) log p a) 


e 
1—$ pt 
zi 
ais (| ai 5 xo) log p] E 4 olto) 
d g r9 cpex 
` type 


X. max ma Z (35)! 


xQ EKER hei T 


b3$ Xa Cp) loge | + 0(x192), (61) 


K«cpPe«KF-A 


由 第 五 章 $2 引 理 11, 98 ES 7 以 及 
Xn}ACn) « x1log?r 


na-phex 
ka? 


容易 推 得 : ERT = 0t, 本 d < O 时 ,对 原 特 征 X4) 一 致 地 有 
X,(p) = Ex 一 5 一 一 2 zd + O(xQ^'log* x). 


X 


p&r Yi«ot 
由 此 即 得 -— 
{ CK +A) K 
X 1 en Eh — B1|———— — —— 
"oy 4G log p ' a( F F ) 
一 > (4r An. E) + O(xQ^7'logx). 
«o 
HER G0 XE E 
EE Ks E Bd; S 4) Ol) 
B £ K LRT 


知 , Á rO SKS ASLI NA 


2 Xale) log p ma pa | mas 十 O(xQ^'log'x) 


KEP«K 


<2 T Y (Ey + O(xQ-^'log?x), (52) 


2 x» “O° 
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由 此 及 (51) 见 得 (18) 式 , 引 理 证 毕 . 
引 理 8 在 引 理 7 的 符号 下 ,我 们 有 


EX Y ehe ocn. 
4«0 X, «p» 0 
、 其 中 cs 为 第 十 章 定理 3《59) 式 中 的 常数 ?， p 和 ?分 别 由 下 面 
(4) fl G8) 式 所 确定 . 

证 ATE E Ra XE ES ESSE cm en 是 第 十 章 定理 2 


中 的 常数 ， 我 们 取 
A= Š min Ceis cms ca). | (53) 


” QO 若 例 外 零点 P FEH 8log Q <A, 8— 1— B, Kir ?R- RE 


定理 2 50888 * | [[^ £6. x2 在 区 域 


4«0 Xa 


gÉ2l— 


log 一 eds $ 
"T ó log O 


中 除 多 外 无 其 它 零 点 ; (b) 若 8 不 存在 ,或 存在 但 5log Q 74, 则 
由 第 十 章 引 理 7 知 , 函数 TE TI Zs z) 在 区 域 


leo 


ED Y, 
Ay - 4 
c ] 一 » 
> lor O Weg 
HESA JWA 
d edi ; 
m = PEN (54) 
这 里 
8, álog Q S dis ( ) 
; ; 55 
573 45... jlog 0 > 4 或 8 不 存在 ， 
log Q 


则 由 以 上 二 种 情况 知 , 函数 [T TI LG. xo 在 区 域 
4«Q ka 


1》 本 节 中 所 有 常数 编号 ,都 和 第 十 章 中 相同 . 
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ezl1——h-, Lh|«go (56) 
log Q 


内 仅 可 能 除去 FIERA. £URRSPUDIBUN 
pis b» (5) Ln Jos 2 (EY UNa, 0) .057) 


4«Q Xa pn Qt t Q 

这 里 

N*(a, Q) 一 D) N*(a, 0*, d). 

PIU 
由 第 十 章 定理 3 可 得 
$ 3s N*(a, Q) S es 679, 
[A B E398 PU XE E 3E. 2 ARI 
| N*(0, 0) « p’, 

故 从 (57) 式 及 — x" 可 得 


NY XU 


- |o i (18%) cM N*(a, Q)da + O( x 1Q1) 


$ 


x 1 一 ?txiog Q x gml SEG 
< es dog 7. |: ( pee) da + O(x-1Qit) 


] — 4n Q4 e ne9» Am 
1 uc (4 十 4 ese) 
十 OCTHereon) + O710n). 
HERES jE 


: 1 1 
n * min (1, TIE ) (58) 


则 由 前 式 即 得 (52) 式 , 证 毕 . 
由 引 理 7 及 引 理 8 立刻 得 到 


Ws t Cas x* icu 十 O(xi-'loglr). (59) 
(D) 5a) 及 in) 的 进一步 计算 
引 理 9 当 w 为 奇数 时 
* *300 * 


Gin) uk 0, 
当 n 为 偶数 时 


Sr) = XC E MIzleg0. (o 


(5,4) p Tem 
证 由 (46), (42) 式 及 第 一 章 引 理 2 得 


EAn) = A Dafri aaeh) 


m GOD oue 
X ej xD CO 


(&,d)71 


x Pucca 5 dito), 
xG- o3» IG * 1), (61) 


e P 


M 5, y 均 为 奇数 时 ， 显然 有 每 (>) 一 0， 当 = 为 奇数 ， i; dan 
了 时， 由 第 一 章 $ 1 性质 12 知 ,一 定 有 419, 故 有 e 4 5/7 
所 以 亦 得 S, (0) 二 0， 当 # 为 偶数 时 ,有 

1 I 


jo SH ON 
Megi gao 
x (+ a o 
G H Ueroa H (uL) 9o 
-40 (Ne veo. i 


再 由 第 一 章 $1 性质 12 知 , 4 的 标准 分 解 式 一 定形 如 
| 4 = 2 各 pa | 70,2, 3, 
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所 以 总 有 
4 Vf — 
a (ce) IT - 1 "C a 
E EXE (61), (62) 式 即 得 (60) R SIME. 
引 理 10 i fC) h (29) 式 所 确定 ， «ns xr, 我 们 有 


Fla) < nf, (63) 
及 
=, Ba 
= 2 l 
2| a (so 
a 4 og 
z0-—8nlg5, P21—1, 
”证 由 于 当 4 守 2,6 守 2 时 ， 
ab >at+b, 
故 有 


f= >, (ma m), 


emang 
这 就 证 明了 (63) 式 . 再 从 


to 
n—nb5imn—mu Thesm P a 
2 log n 


及 
n 一 nô 一 [n log nde >(1— Enf log n 
>】 一 Eb faim PN 
2 log z 
就 得 到 C64) 式 , 引 理 证 毕 ， 
至 此 , 完成 了 对 DC) 的 讨论 。 综 合 以 上 的 (A), (B), (C), 
(D) 四 部 份 的 讨论 及 引 理 6 ,我 们 下 面 来 证 明定 理 4. 
”定理 4 的 证 明 我 们 将 分 开 例 外 零点 六 不 存在 和 存在 这 二 种 
情况 来 证 明 ， 比 较 复 杂 的 是 后 一 种 情形 。 ATARE” 为 偶数 ， 


> <n <r, HROS z^, 0 为 一 待定 常数 ,满足 条 件 C8). 
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CA) 例外 零点 不 存在 ， 这 时 由 《47), 6), (59), (54) 及 
(55) 式 ， Lan diss 


ID (Cn)] > 一 S y^ — 600 3 Harn + da T 
+ Ofat), 
ipft Bri 21 Eri ge Ze 
ese $7 e 107 
Sp | - 
Sa a 
则 对 充分 大 的 * 就 有 
[D(a)] >- P y* 2 (66) 
以 后 , 我 们 不 妨 假定 es > 1, 所 以 从 条 件 C65) 知 , 总 有 
们 > 20。 (67) 
(B) PFIZER FRE. Pn tE (n, 3) > Ot 的 = 的 个 数 
« Dp lk > Z «0 ia(g) «x F7. (68) 
d 3s iji 
所 以 ,这 样 的 = 可 看 作 例 外 值 ,而 下 面 恒 可 假定 * 满足 条 件 
(n, 4) « Qt. (69) 
这 样 ,由 (47), (59) 式 得 | 


[AC] > &(s)n 一 jeu 


7 Ve) 


puta Y yag o (—— 


我 们 再 分 二 种 情形 来 讨论 ， 
G) 存在 素数 p> 3, 使 p18, ptn, WI ER SIE. 知 


-n -M 
x(ege 到 + cie 7) 


| H 
RW FD) s 
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ik d E T g M CEPTE 9I 


[x | e — 1 ep). 


由 此 并 利用 Sa) 2 二 220 5? KOREEN 2 4 RETAS] 
BR 8 ,从 PR 


| D(a x 一 m iude bw 
rer ey Pe S UM i EE. 
十 Or E ) 十 o( r3 
闻 样 , 当 ”再 满 中 (65) 式 时 ， e 就 有 
Di{n dioses - - | 7 
IDE RIA " 


(2) 不 存在 素数 p 27 3, plg, ptn. p (60) 式 知 
i = S6». 
由 此 及 (63) 式 即 得 | 
&(2)s — (Saa) ze & (n) — 49). | (72) 


同时 ,在 这 种 情形 下 ,由 第 一 章 $ 1 性 质 12. 知 必 有 
(5, 2) 之 一 
由 此 及 C69) 式 , 第 十 章 引 理 8 即 得 


— Hog0) «gx oi 73 
Clorlos Oi 4 « Q*. (73) 


TESES pe 时 4 和 情形 (1) —R. d C0), (64) 式 知 ， 
RES 1 再 满足 条 件 C65) a x 有 


re mor 74 
[Di 2| > - "e PY! M ) 


FESE TAS 时 ,由 第 十 章 引 理 5 知 
1 — į > -MlM (75) 
. 4, d (logg) 
由 此 及 C3) 式 知 ， 对 充分 大 的 *， 可 使 (707 式 中 的 二 个 误差 项 
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Oo In «;-L—* ( — É)nlogn, 
ubi ce 


Qr MM Nm b om E iba 
de $n) ) 20 pln) (1 — É)nlog n, 
-由 以 上 二 式 玉 n (64) 式 知 ,对 充分 大 的 x 有 


ERCHIS 2 22 ) — c (a 1 — B)xlogx 


一 m Aa jog qr ccu : 
| eror a o9 
此 外 ,由 《672 式 知 ， 


iisque uq E 
log 5 log x log Q' 


因而 ,出 (54), (55) E C67) XA 
m] me c (U =De)" < S a E 


故 当 ?了 再 满足 条 件 《651) H EXE C765 式 可 得 
PACI UT "it — B) —— xlog x. 


"e ) | EK 

从 上 式 及 (75), (73) M ! A 
1249) ] > ZE >» rpi ogr) Gn S 

V 3(Klog34 . ik 


把 上 面 所 得 的 结果 : (60,01), COR C7) 式 及 引 理 6 合 ”各 
在 一 起 ,并 注意 到 (68) 式 ,我 们 就 得 出 下 面 的 结论 : 当 ? 为 满足 条 s 
_ 件 《58)，(65) 的 正 数 时 ， 只 要 取信 <- q RIRC 0 
中 的 偶数 ”除去 
Gato R 
个 例外 信 外 , 恒 有 NDS 
.1D1(n)| > [ÒL | 

定理 4 证 毕 ， 
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由 定理 4 立即 推出 定理 3 ， 


$3. 小 区 间 上 的 Goldbach 数 


JE, Ramachandra”! 把 $1 的 结果 推广 到 了 小 区 | 同上 上 , 本 节 
就 是 要 证 明 这 一 推广 。 设 0 二 9 过 1, 我们 以 E(x, 0) 表示 区 闻 
Cr, x ox] THESE Goldbach 数 的 个 数 . 

定理 5 设 4 为 任意 正 数 , si 为 任意 小 的 正 数 ， EXL ARA 
零点 密度 估计 ? 


N(a, T,q) & (TJO logg T) —— (78) 
成 这, 则 对 任意 的 0, | 
1 >0>1— 上 + 8, (79) 
: cI 
有 
apen 
USE (log z)4 


显然 可 以 恨 定 x 充分 大 , Wy = A, ERGERE y T 现 
来 应 用 圆 法 。 设 | 
SU(a)-— by log pe( pæ), 


x-ycPpertY 


Sa) = Š, logpelpa), 


2-c-pe1y 
D(a) = f SU (a)59(a)e( —na)da, 
W i = 3( A4 十 8), Q- (log x)^, T E yO. 设 Ei, Ez 为 第 六 章 
8 15X(9), C10) 所 确定 的 基本 区 向 和 余 区 间 , 则 有 
| D(a) = D(a) + D.C), 
其 中 
1》 本 节 中 的 常数 c’ cz … 都 按 在 本 节 中 出 现 的 先后 编号 ， 
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TT e oae 


Pin) = L 59 (a)5 (a)e( —noda,, 


£o = | SDS rada, (80) 


如 果 能 够 证 明 
1BiCn)| > PAIF 
则 * 一 定 是 Goldbach 数 。 显然 从 下 面 的 定理 将 立即 推出 定理 5. 
定理 6 在 定理 5 的 符号 和 条 件 下 , 区 间 (x, x 十 2*1 mif 
EX n, 除了 可 能 有 | 
(log x)^ 
个 例外 值 外 , 恒 有 
(5C)! BUPROIS 
我 们 分 若干 引 理 来 证 朋 定理 6。 首先 ， 对 于 余 区 间 上 的 积分 


D»), 同样 有 
533 11 i9 M 为 使 
LACI > ot 
的 整数 m 的 个 数 , 则 x 


M« x? 07$ ( log x). 
iE 和 引 理工 的 证 明 完 全 一 样 、 由 第 六 章 引 理 1 Sn xxx 
FE 1 推论 2(《20) 式 知 , 当 we 五 :时 有 
Sa) K 297 (log x)". 
因而 就 有 
D IB.) f, 15 059 (9) Pan « 07 Cog 2", 


M x?073 « 120- log xt. 
这 就 证 明了 引 理 . 
下 面 讨论 基本 区 间 上 的 积分 BCn), 这 是 主要 的 。 为 此 需要 
应 月 第 五 章 引 理 11 和 第 十 章 引 理 11. 由 第 五 章 引 理 11 容易 推出 
引 理 12 在 第 五 章 引 理 11 的 符号 下 , 对 oam, T «x, 
(4,1) 一 h 我 们 有 
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-+ og KD» 
dx; 4,1) TET 


Lx d 
B 0M, idis a 


这 里 X, Ë EXIT a 的 可 能 存在 的 例外 特征 和 例外 零点 . 
利用 第 十 章 引 理 11, 我 们 证 明 
引 理 13 设 4 为 任意 正 数 ，4 < 《logx)4。 若 估 计 式 (78) 


成 立 , 则 对 任意 小 的 正 数 S 当 7 了 « xu C IUE 
之 2 x81 «c eroe 


Hh a 29 078) 式 中 的 常数 ， 2i 表示 对 L(s, 1) 除去 可 能 存在 


BS PINE Ex Z 外 的 所 有 非 显明 零点 p Bo iy. 
证 由 条 件 g< (log r)4 及 第 十 章 引 理 11 知 , 对 所 有 的 
L(s, x), X mod 4, 除去 可 能 存在 的 例外 零点 ĝ 外 ,在 区 域 


e zmi— HE: 


— “4 . 
( log x)'^5 z 
中 无 零点 。 所 以 由 (78) 式 及 条 件 7 Kra 可 得 

EE emus) 


f =c,” log xy 


« x74T log (4T) + logx  a*"IN(a; T, 2)da 


一 1+-L .一 -—t. 


1-e,/I log x) M 
Az £1 Clog x) 十 ( log x». à qtr lad 
iee e eL rer eU dag x) 7 
«x ^n^ '(logx)5 + (log x) ix ®t - 
再 注意 到 总 有 
| 422, 


这 就 证 明了 引 理 。 
BE IA acella, h)CE a= A 3» ud l, q«0, 
我 们 有 
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$9(a) = nm nint) e(2x) 十 O( yemilo os。 (81) 


plq) sinz 
证 我 们 有 
Soka) = > < (二 用 > 
1=1 4 n7 id 
+ O(xilogz), | (82) 


注意 到 x 一 y > 了， 利用 引 理 12 可 得 


^ 25 A(n)e(nz) 一 人 e(12)d, 15 45 1) l 


者 一 了 <ra 


nlg) 
- bus g XD ga 
"i M "TP Biz pla) 
ip «o 22 X0 2j DE 
Iris - 
+ Pa e(12)d4 y Q0), (83) 


其 中 
y(2« Hep x —y € t&xdy, 


ARS T= cioinn H Siegd 定 
理 , 邵 第 十 章 引 理 9 (R e 一 $), 可 得 


1E-1 « ea og x) x—ystf:srdy, q e Q. 
所 以 


利用 引 理 13， RE 
^ «0 27 x() 2l 197 dg «p li 2; XM La" 
rus iier "4 rier 


, ~e, log x51/5 
EX nU 
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我 们 还 有 | 
M e(12 )d y (2) « ED I |z| Iy G) | di 


« Um Q = x d x»oQ « ye? (log av (85) 
综合 (82) 一 (85) 即 得 
SHa) = LEA) AIREY sug) + OKye-eotogzvy) 


由 此 并 利用 


La- +o), [dg < 二， 


zi sin rr. 
即 得 (81) 式 , 引 理 证 毕 . 
不 难看 出 , 上 面 的 引 理 对 x — y « ^, My > FRE. 事 
XE. 这 时 证 明 更 简单 。 用 第 六 章 引 理 2 (17) 式 代替 这 里 所 用 的 
引 理 13 可 得 (如 同 证 明 第 六 章 引 理 3 一 样 ) 


So(a) = LLI) DIARY Cay) + gere or st), (86) 
plq) sinzz i 


我 们 还 需要 下 面 的 引 理 : 
引 理 15 设 K 为 正 整 数 , 则 


(ee 5 2K 一 |k DeC). 


证 我 们 有 7 
(Fa) ~ or- n (1680-1) 


- c( —(2K — 1)2) (> (Kz)) 


k=¢ 


e e 2 Ct 


z(2K — 1) 


+ J UK- (k+ 1))eCke) ) 
并 一 3 兵 


EET 


= 人 QK-tQpez) 


k-—-—üü0K-1) 


2K —1 


十 > (2K — kJe(&z), 


证 毕 ， 
引 型 16 i3120—1—-Loas&s,:«n5x ai, 
Dn) 一 S,(n)T (n) + O(d(n)x*Q-7!log x), (87) 
其 中 6,0) 由 $13 引 理 4 所 确定 , TO) 满足 
zx? « Ta) s 2s? — 1. (88) 


证 由 (81), (86) 式 可 得 , 当 ac El 时 


Sa) a) 一 E) (ey) e(a( x + y)) 
pCa) \ sin mx 


+ O(yhecn rh, 
这 里 的 “ 在 引 理 14 中 给 出 。 由 于 jz| «d —y70, MARR 
N = [x], U = [y] = [x^], 就 有 
B) — j. SUC a Cede 


a y D ur. 
szo (q) cam) 


x P. EM beet y e((N — U — n)z)dz 


<T sin xg 
+ O(ye- (lor OR 
由 于 


+ / sin 2xzU V 
m (sies ) EOS ES 
由 以 上 二 式 及 引 理 2 即 得 
Dn) 一 (4). C, -— 8 
i «o Cg) E 
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p 


x x f (samet y e((N + U — n)a)ds 


-4 sin xz 
+ OCy Q7! loglog x), 
由 引 理 15 可 得 


Ti (Sidney e((N + U — n)a )de 


sin 2xz 
= 2U — |N + U — n]. 
从 以 上 二 式 及 引 理 3 即 得 (87) 式 ,由 于 N ANU +1, Bi 
以 | 
—1])zN-rU—n*«U 
Ak T(s) 满足 (88) 式 , 证 毕 . 
定理 6 的 证 明 由 第 五 章 引 理 8 推论 3 容易 推 得 , 在 x xn 
<ra’ 中 使 | 
d(n) > Qi 
的 = 的 个 数 
« x?0-3 log x, 
故 由 此 及 (87) RA TIERT < rO log x PASME s 外 , 恒 有 
D(a) = Si2)T(») + O(x20^* log x). 
-这样 ， 由 此 及 引 理 11， 并 利用 (600. (98) AK OQ 一 (logx^, à 
= 3(4 十 8) 即 知 ， 在 zxz 委 2 和 xz 十 友 中 的 偶数 ， 仅 可 能 秦 了 


x? 


(log x 2^ 
个 例外 值 外 , 恒 有 
DO > CR 
这 就 证 明了 定理 6, 
由 定理 6 立 可 推 得 定理 5, 
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第 十 二 童 Goldbach % (2) 


1951 4E, IO. B. Jln” BEWA T A NE 找 一 个 
函数 jx)7， 使 对 充分 大 的 rs 区 间 [s x 十 f(x)] 中 必 有 Goldbach 
数 存在 。 这 实际 上 就 是 估计 相 邻 Goldbach . 数 之 差 。 显然 , 若 能 证 
Bj f(x) = 2， 则 也 就 解决 了 关于 偶数 的 Goldbach 猜想 。 JIaaaak 
在 RH 下 证 明了 可 取 | 

f(x) = Clog ryt, 
-这 里 = 为 任意 小 的 正 数 ， 并 在 “函数 零点 密度 假设 下 也 得 到 了 一 
个 结果 . 潘 承 酒吧 实际 上 证 明了 : 当 “ 函数 的 堆 点 密度 估计 


N(a, T) « Ta- log T)^, E «acl, T22 (1) 
-成 立时 ,可 取 
f(x) 一 p 
e 为 任意 小 的 正 数 。 最 近 ， 王 元 9 和 Prachar 分 别 在 “函数 堆 
点 密度 假设 下 得 到 了 一 些 结果 ， 王 元 的 结果 较 强 ,他 证 明了 : (a) 
如 果 
N(a, T) « Taa-olog 了 ， PES uc, 233, 


成 立 , 则 可 取 (Xn 
| joy gia. 
e 为 任意 小 正 数 ;《b) 如 果 更 强 的 估计 ( 比 RH AR) 
N(a, T) & TI log Ty, T —acl, T 2, 
成 立 ; 则 可 取 
f(x) = (log ryt, 
e 为 任意 小 的 正 数 ， 
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Jam 的 方法 实质 上 是 区 法 ,以 上 结果 都 是 用 Jianaar 方法 
得 到 的 。 研 究 这 一 问题 的 另 一 方法 是 利用 Selberg 不 等 式 ( 见 引 理 
5, 6, 7, 8)， 这 要 比 Jun 方法 简单 ， 且 得 到 了 更 好 的 结果 . 
Kátai“! 指出 : 34 RH 成 立时 ,可 取 
jlx) = cl log x)*, (2) 
Montgomery 各 Vaughan!?! 证 上 明了: 车 估计 式 (1) 成 立 ， 则 可 取 
f(z) 一 ES -)- 2248 
这 里 e 为 任意 小 的 正 数 。 最 近 ，Ramachadra"y 得 到 了 相应 于 这 一 
结果 的 小 区 间 中 的 Goldbach 数 的 个 数 的 一 个 下 界 估计 . 
在 这 一 章 里 ,我 们 将 利用 Selberg 不 等 式 证 明 
定理 1 若 GOL 画 数 零点 密度 估计 〈1) 成 立 ; tb) 存在 正 数 


(mop oX a cd ER o o 0, GEL 函数 零点 密度 估计 


N(a, T) « JUNE log T)", ml T>2 (3) 
成 立 ， 则 对 所 有 的 x22, KA [x, x 十 六 x)1 中 必 有 Goldbach. 
数 , 这 里 : 
f = ex iA) (2) Ctog x)“, 
以 及 证 明 在 RH 下 得 到 的 结果 (2), SII 
定理 2 车 Rf 成立, 则 对 所 有 的 + 之 2, KE r,r 十 f] 
中 必 有 Goldbach 数 ,这 里 f(x) 由 (2) 给 出 


$1 一 些 引 理 


引 理 1 26) 在 区 域 


gzxl-— es 


(log Cle] + 1” log log [2] + 10) 
中 没有 零 所 

证 明了 网 [136],[60]. 

引 理 2 设 2 委 了 全 rlogx， 则 有 
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bs) = S, ACn) = x — S Z + o (sess), 


nex 'IYI<T 
这 里 p 一 十 iy 79 CO 的 非 显明 者 点 。 
证 明 见 [24], [92]. | 
31:83 若 上 项 数 零 点 密度 估计 1) 及 (3) HRM WHE 
意 正 数 A, 当 xoà» Nam log^x 时 ,有 


pa +A da) = h t O (E 4 


log 4x 
这 里 | 
c, m C ae 4-42, gpw lc a 
£i l 一 o 


证 pisi 25,2 Te«xhN, 
vet 一 be) 一 一 3; (&—À s 


Iri«r e 3 
log’x ; AS 
+0 (=). 4 AEST 
T (4) CE 
我 们 有 — 
E cr 
pi (ec ES £^) 一 >， | umidu h X, xf, (5) E 
Irier e p IIST 7 dr&r «rg 
利用 引 理 1, 密度 估计 《1): G) KN, T) «€ Tlog T, 可 得 
$, x67 K rT log r- z""dN(a, T) AU 
Iri«T va Xe 
« x^?T log T + logx s x iT og T da ` 
+ log x né rT ogsT da 
ex oN e 
coal rm] oq 
2 一 c4N 1 一 cg 2 一 cct 了 ) 
+ oon [37 «637 
; x x 3 
iX 
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200 )y 
(log CT + 10)?^1og log (T + 10) 
现 取 T^ x(logri) “2; 由 上 式 即 得 


o( T) i 


5 x^^ «& (logr)tl ol — (log r) 4, (6) 

IY Ve T 

此 外 我 们 还 有 
eg) 0) 


综合 以 上 (4) 一 (7) 式 就 证 明了 引 理 ， 
根据 第 四 章 定 理 1 所 得 到 的 结果 : 当 取 
Ci == 3, C2 "= 9 
时 ,估计 式 (1) 成 立 。 根据 第 四 章 定 理 4 知 , 当 取 
12 1 


| dpt im. €; = 16 
”时 ,估计 式 (3) 成 立 。 这样 我 们 就 可 定 出 o 并 取 
€1 3^ 


Bp 
A D Clog r)’ 


时 引 理 3 成 立 。 如 利用 Mongomey" 的 结果 ， 则 可 取 e= 三 ， 
而 利用 Huxley?! 的 结果 , 则 可 取 em 这 样 , 相 应 地 当 
h D» x*^log £j; P» x" log x)^* 
时 引 理 3 成 立 ， 这 里 对 数 方 次 cy 是 次 要 的 。 
利用 熟知 的 方法 , 易 从 引 理 3 推出 
引 理 4 在 引 理 3 的 符号 和 条 件 下 ,我 们 有 


Ce +A) — S) - 4 o( 


s) | (8) 


pov 


log: (log x) 4^! 


odds s) NM dt ro (一 一 一) (9) 
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引 理 5 d RE 成立, 则 当 0 «0 TRUE 
1G) = |? [ec 6) — 90) — Toy 
< Ox min (logz, log!(2 + 67)).. 
证 显然 有 
o< fiaa (i WO ceno -ere. C10) 


由 引 理 2 可 得 
s [9(y + 8y) — ply) — 0yY4y 


dx 
F4 

2x aM 3 

«| | 23 ger (zie, (11) 


Ax, 
TIST 


进而 有 
fa 2m > G key — ly 


IY iT 


x TET Qe pom dt 


| + at 


EA (Con ai 
p 


Jj | 
IIET Ir IST 


Irl KY gY«T pi 


E 1 v rte, 
gitte ESER aa PTS ES 
2 22+pi+Ps 一 | 


1 +p: tö 2 +t o tā 


« 5 Pj mia(6, 5117 


IY IET iY,«T 


xi* git P4 


X 


i D. = m 
cse i: (c Irc ml d ig 
这 里 最 后 - 步 用 到 了 ~- p 
ü 9d s L- jd: & min (8, |y]7). d 
利用 1a5| « lal? + 151, 由 《10), C11), (12) 式 即 得 : 
IX en Td, (13) 


这 里 "m 
i, m min (6?, 1 PHEFÜ 22, MM 
A pas a 《1 十 ivi — nn d. 
TF CRI YT | 
! N(0, T + 1) ~ N(0, T) «lg T, (T 22), — (15) 
可 得 


1 1 
— — DUET ON 
miar OQ 十 Iri vl» 2 2 n r£ 


a lg(£t2-4lnD.& Tode. 5 | 
«2. (E35 « log (2 + |x,D. 6 


由 (14), (15) 式 推 得 


ng >, mi» (8, |y,]-)x*^lg Qo |r) 《17) 


YST 
而 当 RH 成 立时 ,对 任意 的 工 有 (利用 (157) 
n«sz P, Ct v gl tlr 


2 
LA 0 Iv,» 971 il 


< 0r log’ (2 + 87), (18) - 
现 取 了 7 了 二 xrlog*, 由 (13), C190 式 得 
I « Orilog’(2 + 67) 十 xlog2x。 
由 于 对 充分 小 的 8 之 0, 9log?(2 十 8 是 9 的 增 函 数 , 所 以 ,对 充 


分 大 的 *, 当 8 E 时 ,从 上 式 可 得 
I 人 grzlogz(2 十 6-0， 02 i, (19) 


这 就 证 明了 引 理 当 8 2 二 时 成 立 ， 下 面 来 证 明 0 < 6 < — 的 情 
É, Kay S 2x 时, 我们 有 
| 96G-0)0—99)— Dj logp 


yep «4-8y 
mol 


« logx >i = 5 1 
, 


m 
nt&llogx yp ey oy 
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所 以 l ， 
I(4) « log?x n ( 2 E > 1) dy + Fr 


m«2log r yap yty 


«log >， r( bj 1) ay TOx, (20) 


clogz c7 Cycymey eos 


设 4 为 素数 , 则 对 固定 的 m 有 
人 ( 5 jj ja 5 人 ( 


? yap” «yt 0y x—l6x« QU x-r18x «CE y «p «y-0y 
1 
« —— x(14- 6x), (21) 
log r” 
由 以 上 二 式 即 得 
1 
Ip) « 0x(1 + 8) og x bi mx" 十 0x5 
me logs . 
« 6x (1 十 63?) log x + Pr, (22) 


故 当 0 «8 « x-logiz 时 ,由 (22) 式 推 得 
I($) « 8x?log'x, 
这 显然 包含 了 我 们 所 要 证 明 的 铺 形 , 引 理 证 毕 ， 
引 理 6 E 5 函数 零点 密度 估计 《1 及 (3) 均 成 立 ， 则 对 任 


意 正 数 4， a 工 之 6 2 “Cog r) kt, 有 


- = E E. _ 
i9) = V toG 65) — 960 — 0y dy « X 
这 里 
2 二 tp 79 EE Eur E 
€1 2 .1— 


证 引 理 5 ERRESU- ONARARAK RH 
成 立 , 所 以 这 些 结果 在 这 里 亦 成 立 。 现 取 T^ — (logre), H 
(07) 式 得 

L « xilogx (x?)^7t, 


IY,1l«T 
由 此 及 引 理 3 中 的 (6) 式 就 容易 推 得 
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3 T ics URS em REP prg Dei qanm E M EE gi ma ox ROS UNE. 
ue us UE 7 » * "s E 
Pc š 


1, Ox log x)-4. 
从 上 式 及 13) 式 就 得 到 所 要 的 结果 :证 毕 ， 
引 理 7 若 RHE 成立 ; 则 当 0 志 98 和 1 时 ,有 


1(8) 一 全 [3(y + 6y) — 8(y) — Oy Fady K Oxlog?r, 
证 显然 ; 引 理 5 证 明 的 后 半 部 分 的 结果 在 这 里 亦 成 立 ( 相 当 | 
”于 仪 有 zw 二 1 这 一 项 )， 所 以 当 Klog) h, IERT. 
M xy 2x 时 ,我 们 有 

(ply 十 6y) — AO) — OOU + 0y) — 8(y)) 


=- X) br« D DE D 1 
1 


2H 
2o y «p «a EBy 2«m«log x 1 2.4 
m2 y" «pe iie) v 


« y, bz. 9 y") 
d«me«2logx 人 > m 
i; « (log x) log log z + 0x? log z, (23) 
让 此 即 得 
I(9) & IC) + xClog x)™ log log x)* 十 Brlogx。 (24) 
NOR 12:8 2 (C logr)? ki, 人 5 知 引 理 亦 成 立 , 证 
E, 
51338 在 引 理 6 的 符号 和 条 件 下 ,我 们 有 
Ox 
| (log x) 4^ 
XE 引 理 7 证明 中 的 (24) 式 在 这 里 仍 成 立 , 由 引 理 6, (24) 
式 及 8 所 满足 的 条 件 就 推 得 本 引 理 成 立 , 征 毕 ， 
H 312 6 TARRI 5 的 证 明 方 法 而 更 简单 的 加 以 直接 证 明 ， 


引 理 7 也 可 以 得 到 
i($) « Fx’ min (log'x, log! (1 + 67) 
”这 样 的 估计 ,但 证 明 要 复杂 些 ,这 里 也 用 不 着 这 样 的 结果 ， 


1(9) « 


$2. 定理 的 证 明 


定理 1 的 证 明 it ARARKEN Æ ler 十 4] 中 没有 
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”Goldbach 数 ,我 们 取 


i-i 
y 一 zx “(log x), 
由 引 理 4 知 ， [= 一， 一 二 | 中 必 有 


» 


log x 
个 素数 ,由 假设 知 , 对 任 一 奇 索 数 pe |> 一 ?= 一 过] ;区 间 
Ix — p, x -一 户 士 站] 
VASESERIL HH pe [s y « 一 并 | 时 有 


TE:—p&)y 


XR, ye oem. 区间 so T] 中 亦 必 


Xe. WKO = Lay, 我 们 就 有 


| [8G + 9A — IA — 0 de zm b 
4 


xy 


&—pt z 
x | | b log p 一 ez di Oy logy), 


*7P  'ueb«rd 6r 


由 此 及 引 理 8 ( 取 4 — 2) 知 , 必 有 


_2 
9 « y (logy) , 


^ 


Bp 
kK A log y)" , 
注意 到 所 取 的 y, 这 就 证 明了 定理 1. 
和 对 引 理 3 中 的 常数 讨论 一 样 , 我 们 知道 , 取 适 当 的 常数 可 使 
估计 式 (1) 及 (3) 成 立 , 因 而 可 定 出 函数 
D RE AAA, EEr- y23, 23, 
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R y amu re Án n. i m P 
tee s DV t etu 


f(x) = cat -Cog g) 
中 的 常数 ,而 其 主要 常数 一 一 即 x 的 方 次 


C-A (=) 


完全 由 e. 所 确定 。 当 e 分 别 取 3, 5/2, 12/5 时 ,这 里 的 方 次 可 相 
应 的 取 为 


2 3 7 
| 9' 25 72- | 
定理 2 的 证 明 设 < 充 分 大 , ERR lex +Al 中 没有 
Goldbach St, MEA y < s, 在 区 间 |». 十 二 | & [ — ». 


+ 一 y + Å| tops rdc. DU axi ICH 


L^ 1 1 
e»t 4]. nero 


NW 证 
QUU SET in, 123) 
ERMA L8 
|: — Yrs X — Yk +4], yx ES 4 
-i xh «kx 了 xh. O (26) 
把 这 两 组 区 局 写 为 


1 1 1 Á 
eh act RE caecis +D] 
BE 2 gru ; «4 Jls 


-— Us «beo n, © (22) 


1 1 1 大 | 
— x — — khk, — z —— (k 1 
|r- khm k], 
1 za 1 zx 
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g "1 CS se. o P4 LIS M epu ja pr 时 .* ir^. -l E "4 ap "9.79 WA NT ax» Uri EE CLER d 
SE CT IN MAMER Ui p^ 2 


就 不 难看 四 ,它们 只 是 同一 组 区 间 按 丰 反 的 次 序 排 列 。. 由于 对 应 
同一 个 天 的 一 个 区 间 不 能 同时 存在 奇 素数 。 所 以 这 一 组 区 间 中 至 
少 有 一 半 区 了 间 其 中 不 存在 奇 素数 。 而 区 闻 组 (25) 的 区 闻 个 数 


[xà], 所 以 其 中 至 少 有 n xh 个 区 间 不 包含 奇 素数 。 现 取 


9 一 二 zs 由 于 


[ [6G + 09) — 9G) — 8y Pay 
* 


x 2 
-| | X» gp- otay 
4 "y«P&ytüy 


Li 
> 之 pe »» log p — 65]. dy 


y-p«y48y 


D xh 03635 D xoc 


这 里 DY 表示 对 这 样 一 些 丰 求 和 ,对 应 这 些 , KA [yont 4] 
k 


中 不 包含 素数 ， 由 此 及 引 理 7 即 得 
h « log?x, 
这 就 证 明了 定理 2。 
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